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SOMMAIRE. — I. Calcul ou exact, ou approché, des vitesses de régime uniforme, par le 
moyea de polynomes, dans les tubes cylindriques de diverses formes. — II. Calcul de 
plus en plus approché, dans le cas de la section carrée. — Solution résultant de la 
méthode de Ritz, pour le problème de la section ou carrée, ou même rectangulaire (Note). 
— IL. Réflexions diverses, concernant principalement les vitesses de débit et les 
vitesses au centre, pour les tubes à sections polygonales régulières. — IV. Considé- 
rations générales sur la filtration des liquides par le sable, ou par d’autres milieux 
poreux analogues, et sur la transpiration des gaz à travers ces milieux. — Analogie des 
courants électriques avec ceux de filtration (Note). — V. Tentative pour évaluer approxi- 
mativement le coefficient caractéristique de la vitesse moyenne de filtration, quand la 
masse filtrante est constituée par des grains sphériques d’un diamètre donné. — Place 
exigée par chaque sphère dans les modes simples d’arrangement (Note). — Calcul 
pratique du coefficient de filtration pour un sable hétérogène (Note). 


9 — Calcul ou exact, ou approche, des vitesses de régime uniforme, 
par le moyen de polynomes, dans les tubes cylindriques de diverses formes. 


{. Dans un écoulement permanent bien continu, par filets recti- 
lignes et paralléles, du liquide remplissant un tube dont la section 
normale donnée © contient un système d’axes coordonnés rectangu- 
jaires des x et des y, la vitesse V, fonction de x et de y, du filet fluide 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — JANVIER 1915. rf 
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qui perce cette section au point quelconque (x, y), est régle par 
l’equation aux dérivées partielles très simple A, V=~—K, où A, désigne 


; A d? d? ‘ su : 
le symbole opératoire, > + ae du paramètre différentiel du second 


ordre de la fonction inscrite à la suite, et où K est une constante posi- 
tive donnée, inverse du coefficient de viscosité du liquide, mais 
proportionnelle à son poids spécifique et à la pente motrice produisant 
l'écoulement. De plus, le long du contour # de la section os, l’adhérence 
ou Je frottement de la paroi immobilisent le fluide ; de sorte que l'on a, 
pour achever de déterminer V, la condition définie 


Vo (au contour x). 
Il suffit donc de poser, par exemple, 
2 
V—=— K— + ®, 


pour que la fonction inconnue ® soit, en æ et y, la fonction harmo- 


nique (à paramètre différentiel A, nul) qui prend les valeurs ce le long 


du contour y de la section donnée. 

A part le cas de la section rectangulaire o = 4ab, limitée parles 
quatre droites (x? — a*)(y? — b?) =0, où l'intégrale, due à Fourier, 
est une série infinie de termes transcendants contenant, chacun, le 
produit d’un cosinus hyperbolique par un cosinus circulaire, et les 
cas de certains rectangles à côtés courbes ou de certains espaces 
annulaires, auxquels l’emploi de coordonnées curvilignes permet 
d'étendre la solution transcendante de Fourier, la méthode la plus 
_ féconde pour traiter cette question est celle dont Barré de Saint-Venant 
a montré la richesse dans son célèbre Mémoire sur la Torsion des prismes 
(problème identique analytiquement à celui du régime uniforme dont 
il est ici question) et que j’ai exposée au n° 450* du Tome II de mon 
Cours d’ Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (second 
fascicule, p. 419* à 426*). Elle consiste à exprimer ® par un polynome 
dont chaque partie, homogène, d'un degré quelconque n, doit, pour 
satisfaire à A,® =o, être formée linéairement au moyen des deux 
intégrales homogènes évidentes (ay /—1)". En s’arrétant aux 
termes du ni*™ degré, l'expression ainsi obtenue pour V est, avec les 


ae 
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2n + 1 constantes arbitraires A,, A;; B,, A,, B,, ..., Ans By, 


ie 2 
V=—-K— + A+ Aya + Bry + A,(x?— 7?) 


+ B,.22y+A;(2?— 3a2y")+B, (327 7—y*)+.. 
(1) 


nt rl 


+A, (art = Bala aoe .) 


+B,(2 ant y — one Pia ag. 


POI To ——"2 
I 


2. On dispose de ces 27 + 1 constantes, de manière que l’expression 
vérifie la relation définie V = o en 2n +1 points régulièrement distri- 
bués le long du contour y. Or, celui-ci peut être assez simple pour que, 
dès lors, l'équation V = o représente toutes ses parties; et l’expres- 
sion (1) de V constitue par conséquent la solution cherchée. 

Dans le cas contraire, la mème expression bien continue (1) se 
trouvant ainsi nulle aux 27 +1 points du contour choisis, c’est-à-dire 
en des points d'autant plus rapprochés les uns des autres qu’on aura 
pris ñ plus élevé, il lui arrivera de rester, dans les courts intervalles qui 
les relient, une fraction pratiquement insensible de ses valeurs (1) à 
l’intérieur de o et, notamment, de celle, V’ (ordinairement maximum), 
qui se produira au centre ou de figure, ou de gravité, de la section. On 
pourra donc admettre alors que le polynome (1) est une expression 
approchée des vitesses, suffisante pour les besoins de la pratique. 

On l’améliorera d’ailleurs-en retranchant du second membre de (1), 
ou, Ce qui revient au même, du terme constant A,, la valeur moyenne 
que donnera la formule (1) pour V Le long du contour y, de manière à 
annuler finalement cette valeur moyenne. L’action de la paroi se trou- 
vera, ainsi, fictivement remplacée par une influence retardatrice 
capable d’y produire en certains endroits de petites vitesses négatives, 
compensantles petites vitesses positives qui iy subsisteront ailleurs. Non 
seulement les plus grands écarts des vitesses ainsi tolérées ou supposées 
à la paroi, d’avec leurs vraies valeurs zéro, seront, de la sorte, atténués; 
mais, surtout, les effets généraux qu'auraient ces écarts en sens divers, 
ou le mode de résistance censé les produire, sur les vitesses à l’inté- 
rieur en résultant, par exemple sur la vitesse moyenne U à travers 
toute l'aire o et sur la vitesse V' au centre, se pe ouyerant neutralisés 
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ou compensés le mieux possible. Il y aura donc lieu de regarder comme 
pratiquement exactes les deux vitesses, maximum, V’, et de debit, U, 
auxquelles conduira la formule (1) corrigée de la sorte. 


3. Les deux exemples les plus remarquables d’intégration exacte 
par la formule (1) sont ceux des sections, elliptique, ¢=T ab, et 
; ET h? rah: 
triangulaire équilatérale de hauteur 4, = que limitent les 

contours ayant respectivement comme équations 


re 
(2) a? b? 
yh—y—23)(h—y + 2y3) où y[(h—y)'— 324] =0. 


= 0, 


La première section étant symétrique par rapport aux deux axes 
des y et des x, le second membre de (1) n’y contiendra que les carrés 
æ* et y?; ce qui oblige à n’y garder que les coefficients A, et d'indice 
pair. On peut s’y borner aux deux premiers, A,, A, et en disposer de 
maniere a annuler V aux quatre sommets, c’est-a-dire pour les deux 
systèmes de valeurs (x? = a?, y?= 0), (2? =0, y? = b’). Alors l’équa- 
tion V=o est visiblement celle de la conique ayant ces quatre 
sommets, ou qui se confond avec l’ellipse proposée. 

Quant à la deuxième section, symétrique par rapport à l’axe des y 
ou astreinte à ne contenir æ que par son carré æ?, il n’y subsistera 
dans (1), jusqu'aux termes du troisième degré inclusivement, que les 
quatre coefficients A,, B,, A,, B,, dont on disposera de manière à 
avoir V=o aux sommets du triangle et au milieu des trois côtés, 
c’est-à-dire, en tout, pour les quatre systèmes de valeurs(æ?=0,y=—0), 


(« 2 Le i: Pe ey ae aut h . ARE 
=z y=o)s (x = y=5)> (a? =0, y=h). Or, l’expression 
de V devient alors proportionnelle au premier membre de la derniére 


équation (2), en sorte que la solution est encore exacte. 
On a ainsi respectivement, dans ces deux cas, 


go Kk a? b? 2 2 K 
8) Ver nn), v= EL A—yyp— 3.0}, 


fl en résulte pour la vitesse moyenne U une expression de la 
forme U=kKe, où # désigne, pour chaque figure de la section, un 
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coefficient purement numérique, dont l'inverse a ici les deux valeurs 
respectives 


(4) gain (G42) 4 = 20 V3 = 34,64... 


Dans le cas particulier d’un tube circulaire (où b = a), l'inverse de # 
eatdonc On = 25,13... 


Le rapport 75> qui caractérise le mode de distribution des vitesses à 


travers la section c, reçoit par suite, dans les deux mêmes cas, les 
valeurs simples 


V DR: V (R— y} — 3x? 
(5) o=2(-5-%) Rte Er 


Aux centres de gravité, (æ—0, y =o) et (x = 0, ÿ = zh), ces rap- 


ports atteignent leurs maximums, 2 dans l’ellipse et = 2 (a = 
dans le triangle, ot le produit des trois facteurs variables 2y, 
h—y — 2x3, h— y+ay3, dontla somme constante est 24, acquiert 
sa plus forte valeur quand ces facteurs sont égaux, c’est-à-dire au tiers 
de la hauteur A. 


4. L’exemple le plus intéressant d’intégration approchée par la 
formule (1) est celui de la section carrée « = 4a?, compris dans le cas, 
un peu plus général, de la section rectangulaire o = 4ab à contour 
représenté par l’équation (a? — a?) (y? — b?) = o, cas où nous savons 
que la solution exacte est constituée par la série infinie de termes 
transcendants due à Fourier. 

Jetons un coup d’œil sur ce cas plus général. 

Et, d’abord, la symétrie du rectangle par rapport aux deux axes 
des y et des æ astreint l’expression de V à ne contenir x et y que par 
leurs carrés x”, y?, en sorte que tous les coefficients B s’y annulent et, 
même, les coefficients A d’indice impair. Il n’y subsiste donc que A,, 
AA, A ae Si l’on commence par s’y borner à A,, tout ce qu’on 
pourra faire pour vérifier la condition au contour, sera d’annuler V 
aux quatre sommets, savoir, pour l'unique système de valeurs (æ*= a, 
_ y? = 57). Une première approximation exige donc que l’on prenne en 
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même temps les deux coefficients suivants A,, A,, afin de pouvoir 
aussi annuler V aux milieux des côtés, c’est-à-dire pour les deux 
. a 2 ie 

systèmes de valeurs (a? = a’, y?= 0), (x°=0, y? = ee: 

Et chaque degré ultérieur d’approximation exigera de méme deux 
coefficients pairs A de plus, pour qu’on puisse annuler V, en sus, soit 

“He | A ; 1 | à aw PROS 

aux milieux des demi-côtés, pour Ge = AD = 0): (a= 0, y?=76b } 


soit à leurs tiers, GE 4 ,} = 0) («= 0, y= +b), et a leurs 
deux tiers, (a? = ‘a, y= 0) ’ (x US = #6) » soit à leurs quarts, 


deux quarts et trois quarts; etc. 


II. — Calcul de plus en plus approché, dans le cas de la section carrée. 


5. Mais arrétons-nous seulement au cas du carré, où b = a et où la 
figure admet comme axes de symétrie, en plus des deux médianes, 
axes des x et des y, les deux diagonales, bissectrices de leurs angles. 
L’expression de V y sera done symétrique en x et en y; de sorte qu’il 
suffira d’y vérifier explicitement la condition V = o sur un seul demi- 
côté, par exemple pour y = a et x croissant de zéro aa. Or, la première 
approximation, obtenue au numéro cité 450* de mon Cours d’ Analyse 
infinitésimale pour la Mécanique et la Physique, | p.425*, formule (60)], 


re Los , © 
donne, en observant que a?= >, 
6 4 


ce re ( LH y ab—ar+ She 
io Vi a ee RE PS 


(6) M Fok Sa 

Il en résulte que, si on la complète par des termes pris à la série 
entière (1), les seuls susceptibles de figurer dans ce complément seront 
ceux où æ+° ef y* se trouvent associés symétriquement, savoir ceux à 
coefficients A affectés d’un indice multiple de 4, Ay; Ay; Ag, A3, 
As -... Pour simplifier l’écriture de ces termes, nous y rempla- 


cerons A, A,, Ay, A,;,, :.., respectivement, par À, BG) 2. 


a ae a? Lie 21 à 
nous posérons, en outre, 


4 


(7) the 14 4 a. . ex 4 ë, 7 = Le : 


VITESSES DANS LES. TUBES CYLINDRIQUES. 4: 
de manière que, si l'expression cherchée de V, plus approchée que (6), 
est prise de la forme 
(8) y — Ke fom PS te (PE ait ‘y+ 10 
16 5 RENE meek 
ou que ® désigne (proportionnellement) sa partie encore inconnue, on 
ait am 
® = A +.B (E'— 6 Ent n°) + CCE — 28264? + 7ok nt— 28 ns +n°) 
(9) + D(Er— GGE 0 p? + 495 Ent 4 
— 924 E6n6 + 495 n8— 66 n10 + ni?) +... 


Tout le long du côté y = b ou n =1, où nous voulons avoir V=o 
depuis x =o jusqu'à x — a, c’est-à-dire entre les deux limites £ = o 
et § = 1, cette expression devient 


®=A+B(1—62 +2) + C(1— 2828+ 7oËt— 28E+ Et) 


Go) (pour n=") ) 4 D(1—6628-+ Gg5E'—gah e+ dg5i—662°+E) + 


tandis que le quintuple de la partie de (8), entre crochets, de premiére 
. approximation, ou autre que >®, s’y réduit à Gr 
(11) Be. 


Il faut donc écrire que la somme algébrique de cette expression (11) 
et de l’expression (10) de ® s’annule pour les valeurs de § équidis- 
tantes, allant de =o à £ —1, en nombre total pareil à celui des 
coefficients A, B, C, D, E, ... que l’on veut garder. 

Comme l’expression (11) s’annule aux deux limites £—o, § =1, 
la première approximation, obtenue en gardant les coefficients A, B, 
mais les déterminant de manière à avoir ainsi ® =o pour § = oet 
pour £ — 1, donne 

A+B=o0 et A—4B=0, 


c’est-à-dire B = 0, A= 0, ® = 0; ce qu'on savait déjà. 
6. Les approximations ultérieures, de plus en plus élevées, s’obtien- 


_ dront done en gardant, outre A ct B, soit C, soit C et D, soit C, D 
et E, etc. Dans tous les cas, on devra y avoir d’abord ® égal à (11) 
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changé de signe, aux deux limites = 0, § = 1; ce qui donnera, pour 
déterminer A et Ben fonction des constantes suivantes C, D, ..., les 
deux équations 

A+ B+ C+ D-+...=9, 
G2 A—4B+16C—64D +...=0. 


La seconde (12), retranchée de la première, fera connaître B; et l'on 
aura finalement | 


(13) B=3C—13D+..., A=4(—C+ 3D—-...). 


Si, en outre, on garde seulement C, il restera a égaler, pour & = =; 
la valeur (10) de ®, réduite aux termes en A, B, C, à (11) changé de 
signe, c'est-à-dire à — —; ce qui, en multipliant par 16, donnera 


927 h 


ou bien, finalement, aprés substitution a A et B de leurs valeurs (13), 


(14) ce. (pees eee 


7. Mais gardons encore D. Alors nous devrons égaler (10) à (11) 


changé de signe, pour § = 5 et pour 5 = ? non plus pour § = Cela, 
avec § =o et § =1, fera, le long de chaque demi-côté, 4 points équi- 
distants où sera satisfaite la relation définie V — 0, soit 7 points sur 
chaque côté et 24 points sur tout le contour y de la section. 


Il vient ainsi, en multipliant par 81, 


rer 752192 
8:A+ 28B 3] C — ES PEN D=— 8, 
239 3455641 


: 9 
81A —119B— 3; CS De 20) 


puis, en remplaçant A, B par leurs valeurs (13) et multipliant par 81°, 
enfin divisant par 10 la seconde équation, 


— 2257632 C + 3236896 D =— 8.812, 
— 4487400 + 1 998280 D — — 2.812, 


VITESSES DANS LES TUBES CYLINDRIQUES. 9 
La première, divisée par 8, et la seconde, divisée par 2, deviennent 


— 282204 C + 404612D — — 81? 


(19) 
— 224370C + 999 140 D =— 812. 


D’ou, par soustraction, résulte entre C et D la relation 


(6) mus 594528 99 088 


97834 == ag. Bh | 


Enfin, cette valeur de C, portée dans la première (15), donne D. Et 
l’on en déduit, par (16) et (13), C, B et A. On a ainsi les valeurs, 
malheureusement assez complexes, 


{ er 119.81? CE 99088.81 _ 

5) 7 10.39337142" ~ r10.39337142° 
7 140857.81.3 - 128009. 8 154 
10.39337142 ~~ 10.89337142 


8. Il y a lieu, comme on a vu au n° 2, de perfectionner chacune 
des approximations ainsi obtenues, en évaluant la moyenne des 
valeurs de V qui y subsistent le long du contour, ou simplement 
ici, sur le côté n = 1, depuis § =o jusqu’à § =1, puis en retranchant 
cette moyenne de toutes les valeurs (8) de V. Comme, pour n =1, 
l'expression (8) de V devient 


Ko 2 4 


I 


(18) Woe 


avec ® exprimé par (10), on trouve aisément, d’abord, pour la 
moyenne de ® le long du contour, 


po Cs 


5 9 D; 


et ensuite, pour la moyenne analogue de V, 


Ko /2 4 16 64 
(19) a(S +A 3B + PC Spb). 

C’est donc cette quantité (19) qu’il faudra retrancher de la valeur 
générale (8) de V, pour avoir, eu égard aux calculs effectués, l’approxi- 
mation la meilleure possible. 

Ann. Ee. Norm. (3), XXXII. — JANVIER 1015. 2 
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Celle-ci sera 


Kof[ 73 1 ae 14 
(20) Va te Et B+ Ob a) +30], 
si l’on appelle ®’ l’expression (9) diminuée de la moyenne de ses 
valeurs le long du contour, ou corrigée de manière à avoir cette 


moyenne égale à zéro, savoir 
d'—B € ae Et — 6 242+ nt) 


+C (- . + &— 28Ë6n2 + 70Ët nt — 28E?n$ + a) 


(a1) 
+ D (SE + E6650? + Go5Ent 


— gah ES n° + igBtn' — 662119 + mi) AT 


9. Comme moyen de contrôle du degré d’approximation obtenu, 
calculons par ces formules la vitesse moyenne de débit U (bien 
connue), en multipliant (20) par dé dn et intégrant, par exemple, 
dans tout un quart a? de la section o, c’est-à-dire de £—oà£—1 et 
de n =0 à n = 1. On trouve d’abord aisément, pour la moyenne de ©’, 


et ensuite, pour la vitesse U de débit, 


| CS ne re 
(22) ie (2+25 e+ D...) 
Le coefficient k caractéristique de chaque forme de section, dans 
l'expression générale U = #K5 de la vitesse moyenne ou vitesse de 
débit, sera donc ici 


(23) (dans le carré) = [2+2(9-%8) + agp +... 


10012 ; 3 7.13 


A la première approximation, où l'on néglige B, C, D, …,‘et que 
j'avais déjà donnée au n° 450", cité plus haut, du Tome II de mon Cours 
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d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (*), il vient 


i a — 0,090: 
excellente valeur pratique, car, très simple et obtenue presque sans 
calculs, elle se trouve cependant approchée (pour le moins) au 
240° près, par défaut. 
La deuxième approximation est celle où l’on ne garde que Bet C, 
avec leurs valeurs (14). Il en résulte 


| I 32 
(24) k= (2+ Ra We cots iene 
; 100\2 629.9 
ce qui ajoute, comme on voit, assez peu de chose à la première approxi- 
mation et laisse pressentir combien était bonne celle-ci, malgré sa 
-grande simplicité. 


10. Passons à la troisième approximation, qui s’obtient en gardant 
encore D et après laquelle les calculs deviendraient d’une longueur 
rebutante. Substituons donc à B, C, D les valeurs déjà com- 
pliquées (17); et nous aurons successivement, en observant que 
119 — 7.17 et prenant partout la moitié du très fort dénominateur 
commun des valeurs de B, C, D, 


: ln de i327) 
Le mm ont a Se: 


say's (2 9.3200797 ) 


2 + 13.196685710 


= (Z+or37..)=00851137... 


100 


Le troisième chiffre significatif 1 y est exact, la vraie valeur de 4, 
donnée par la solution de Fourier, étant 0,03514.... 

On peut trouver bien laborieux le gain de cette troisième décimale. 
Mais il l’a été probablement autant par le calcul de cette solution 


(1) Page 426*. — Je profite de l'occasion pour indiquer une faute d'impression qui s'est 
glissée, à cette page, dans les expressions de U figurant aux trois dernières lignes : ce 
n’est pas le facteur o?, mais seulement le facteur o, qui doit s'y trouver, comme on voil; 
a? serait dans l’expression du débit. 
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transcendante de Fourier en série trigonométrique de cosinus et 
d’exponentielles, quoique M. de Saint-Venant et, plus tard, moi- 
même sous une forme un peu différente ('), y eussions fait usage des 
logarithmes. Certes, au point de yue théorique et méme, comme on 
voit, au point de vue, le plus pratique, d’une approximation restreinte, 
rien n’est simple, dans la question, comme une expression algébrique 
entière de V, évaluable directement quels que soient x et y; et l'on ne 
saurait lui comparer, sous ces rapports, la solution de Fourier en 
série infinie d’exponentielles et de cosinus. Toutefois, celle-ci devient 
préférable pour les calculs très exacts, c’est-à-dire de grande approxi- 
mation; et, cela, grace justement a l'emploi qu’on devra y faire géné- 
ralement des Tables des fonctions logarithmique et circulaires, Tables 
dont la construction déjà ancienne, qu'il a suffi d’effectuer une fois 
pour toutes, équivaut à un ensemble prodigieux de calculs ou a été, 
dans le passé, une ceuvre gigantesque. 

On voit combien deviendrait pénible la détermination, par les 
polynomes, des chiffres suivants. Mais, déja, la valeur trouvée, 
k = 0,035114 environ, n’est en erreur que de moins d’un millième 
‘du résultat et se trouve plus que suffisante pour la pratique. | 

D’après (24), la première approximation ayant donné 0,035; la 
deuxième avait fait croitre À de 0,0000565, tandis que la troisième, 
en portant # à 0,0351137, le fait croître de 0,0000572. Les approxi- 
mations d’ordre impair donneraient-elles, relativement, de plus forts 
appoints que celles d'ordre pair, les différences s’atténuant d’ailleurs 
très vite, comme il le faut bien pour que # tende vers sa limite fixe (7)? 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, fondé par Liouville ; 2° série, 
t. XIII, 1868, p. 393. 

(?) Solution résultant de la méthode de Ritz, pour le problème de la section ou carrée, 
ou méme rectangulaire. — M. l'ingénieur civil Maurice Paschoud, dé Lausanne, élève ét 
docteur ès sciences mathématiques de l'Université de Paris, vient de faire connaître, dans 
les Comptes rendus de l’Académie des Sciences (1. 139, 13 juillet 1914, p. 158), une 
expression curieuse, en série double, du nombre & relatif au carré, savoir, la formule 


(a =?) Daw 


où m, n désignent les impairs successifs 1, 3, 5, 7, .++, combinés deux à deux de toutes 
les manières possibles. — : x 8 


Il y est arrivé en appliquant à la question présente une méthode de Walther Ritz, qai 


TT 
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III. — Réflexions diverses, concernant principalement les vitesses de débit 
et les vitesses maxima, pour les tubes à sections polygonales régulières. 


11. Les divers exemples traités ici tendent à montrer que, pour 
toutes les sections o semblables, la vitesse moyenne U a l’expres- 
sion #Ko, où & désigne un coefficient purement numérique, caracté- 


paraît rendre accessibles, par réduction à la recherche de minimums d’intégrales, cer- 
tains problèmes difficiles de Physique mathématique concernant les corps rectangulaires, 
celui, par exemple, de l’équilibre transversal de la plaque à contour encastré, au sujet 
duquel la Thèse de doctorat de M. Paschoud (Paris, Gauthier-Villars, 1914) avait montré 
déjà qu’il faudrait, cependant, pour obtenir réellement une approximation, pousser les 
calculs beaucoup plus loin que ne l'avait pensé Ritz. 

Mais, ici, la méthode de Ritz se simplifie au plus haut point. Et il se trouve qu’elle 
revient, si l’on prend, par exemple, K =1 et a=1, à regarder l’équation du problème, 


A, V = —1, comme résultant, par addition ou superposition, d'équations partielles de la 
forme . 
(B) A,’ = — CCospx cosgy, 


A À mt Te eae 
où p, q auraient les valeurs respectives + ne se > ai annulent les seconds membres 


tout le long du contour (x?—1)(7?— 1) = 0. Alors ces équations partielles (8) ont, évi- 
demment, comme intégrales respeclives bien continues annulant les fonctions v sur le 
contour, ou y satisfaisant à la condition définie donnée, 


“(By 


On pourra, par suite, poser 
C 
PSY AL és an v=>> DFE gi 009 Pa 008 975 


à la condition nécessaire et suffisante que, pour toutes les valeurs de x et de y comprises 
entre —1 ét +1, l’expression dé AsV, savoir : 


ZE A,p9 = — LUC cospzx cosqy, 


vaille —1, c’est-à-dire à la condition qu’on ait 


(+) (pour z?<1 et 72<1) DT Ceos( 2 ) cos (+ me) = 1. 


Or, parmi les séries trigonométriques usuelles, se trouvent les développements de 
l'unité par des cosinus, entre les valeurs 1 de x ou de y, 


| hf jen ol: bre l 51x ye 2 ( RFA amy 
= — — — = COS + = COS — —... I= —{ cos— — =cos—— +... ), 
ich wtih + 28 5 ge j ™ he 073 2 
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ristique de leur forme. Et, en effet, si l’on adopte, au lieu des coor- 
données x, y, deux variables indépendantes 


analogues (mais non identiques) à (7), et communes aux points 
homologues de toutes ces sections, il en résulte immédiatement, pour 
ransfornier les deux dérivées secondes dont la somme constitue 1e 


que nous écrirons plus brièvement 


‘ Por 4 I Mr 4 I nt 
I=- — cos ee y= co 
(1) T m me T n 


en convenant, zci, de choisir pour m et 2 la suite des nombres impairs affectés alterna- 
tivement des signes + et —, ou de poser 


(7) M (ice os ae at 0), n=(t, —3, 5, —7, ---), 


et en nous arrêtant d’ailleurs, dans ces deux séries toutes pareilles (y'), à deux impairs 
d’autant plus forts que nous voudrons avoir une approximation plus grande. On peut voir, 
en effet, pour la seconde (par exemple) de ces séries (y'), dans la XXXII* leçon de mon 
Cours d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (t. Il, second fascicule, 


_p- 17t*), la formule (49), où il suffira de remplacer par = — = un certain are x qui y 


varie de zéro a x. 
Le produit des deux formules (y’) donne 


és 16 2 mune nny 
rm") F4 DT mn oe 


série double où il conviendra, comme on voit, pour bien en fixer le sens et la somme 
limite, de prendre précisément les termes où chaque valeur à considérer de m se trouve 
associée, une fois et une seule, à toutes les valeurs dex qui sont également à considérer. 


Finalement, la comparaison de (y") à (y) montre que la vérification. de (y) se fera si 
l'on pose, outre SANE 5 


16 
Tran 


C= 


» na 


Et l’on aura, par suite, comme expression cherchée de Y, la série, beaucoup plus con- 
vergente que Cr"); 


3)” oo ae ee PW Moreh Sree FN °° Sr Chat | 


4 La valeur moyenne U de V s’obtiendra en multipliant par dx dy et intégrant sur tout 
e quart, par exemple, de « qui est compris entre les limites =o et.x=1,y = 0 
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paramètre différentiel A, de chaque fonction de point, les formules 
symboliques 

d? 1 d aren rae 


dx ad? = dy*~ a dn” 
de sorte que l'équation indéfinie A, V = — K du problème devient, en 


la divisant par K, 
| | dhe NV 
nr ii ka 


et y = 1. Il vient ainsi 


LS =4(2 > wes <r eee 


Or chaque facteur sinus y vaut l’unité; car, lorsque l’arc en est négatif, le sinus de sa 
valeur absolue est —1 et devient 1 par le rétablissement du signe de l’arc. D’ailleurs, 
U n’étant autre chose que kKe, c’est-à-dire, ici, 4, k sera le quart de U ou recevra bien 
l'expression (x), dans laquelle m, ne Beozent que par leurs carrés et peuvent se prendre 
simplement en valeur absolue. 

La série, dans (a), est très convergente, en tant que série double. Aussi M. Paschoud, 
en y prenant seulement 5 termes (avec chaque paire de termes égaux comptée pour: 
un seul), a-t-il eu déjà notre premiere valeur approchée, 4 = 0,0350. Avec 11 termes, 
il a obtenu & = 0,035116, c’est-à-dire une approximation un peu supérieure à notre troi- 
sième. Enfin, avec 46 termes, il a eu la valeur très approchée # — 0,03514..., obtenue 
ainsi assez facilement et sans l'emploi des Tables de logarithmes qu’exige (mais avec 
beaucoup moins de termes) le calcul des exponentielles entrant dans l'expression trans- 
cendante usuelle de 4. 

En résumé, la méthode de Ritz fait, automatiquement (pour ainsi dire), décomposer 
l'équation 42 V = — K du problème en une infinité d'équations de la forme 


f 


A90 = — C cospx cosqy, 


admettant immédiatement des intégrales partielles » de cette forme, exprimées par 


OS ; COSpxcosqy, 


pig 
et dont la somme Ze = V constitue ensuite l’intégrale complète. | “tout 

Celle-ci est transcendante, comme celle de Fourier, mais seulement avec des fonctions 
circulaires, sans mélange d’exponentielles réelles; et elle est conformée pareillement 
en x et en y: avantages compensés, il est vrai, par le grand inconvénient d’avoir une 
série double à la place d’une série simple. 

Il est clair qu’on procéderait de même dans le cas de la section rectangulaire a 6 = 4 ab, 
à contour exprimé par l'équation (x?— a?)(y?— b?) = 0, en remplaçant alors les deux 
séries. (y’) par celles-ci, qui s'en déduisent, 


4 i RE ANT any 
1= — — cos —— » 1= — = COS ; 
T m 2a ™ RONA 


16 4. BOUSSINESQ. 

Ne; ae ST? 
C’est donc, à proprement parler, la fonction — que cette equation, 
complétée par la condition définie au contour, laquelle est de la forme 


5° pour f (En) =0. 


déterminera en Ë et n. Par conséquent, aux points homologues (&, n) 
de toutes les sections considérées, on aura, comme solution du 


problème, l'égalité de = à une certaine fonction commune F(&, n), 


ou en prenant 


(C) :; Pea 1er 


dans la formule 
! cospx cosqy 
(o) = Fae mn(p? + q?) 


Et l’on trouverait finalement 


‘ À : é Ce. 6 TA I , 
(C9) (section rectangulaire) k = (2) my mint (2 m+ Sn) 


É m? + b n? 

Si, la condition au contour (rectangulaire) étant toujours V = o, l’équation indéfinie du 
problème devenait A, V =— f(x, >), avec f fonction continue quelconque dans l’intérieur 
de , on transporterait l’origine à un sommet, de manière à avoir x et y variables de 
zéro à 2a et à 2b (qu'on appellerait, de préférence, A et B); puis on décomposerait la 
fonction f en série trigonométrique double, par la formule de Lagrange qui procède sui- 
vant les sinus de tous les multiples d’un arc; et les équations régissant les fonctions 
partielles ¢ seraient alors de la forme 


Aso = —Csinpxsingy, 


avec tous les multiples pr, gy, de deux mêmes ares, proportionnels, l’un, à x, l’autre, ay. 


Enfin, on aurait évidemment 
D C s x 
Va > P+ Sinpxsingy. 


C'est seulement dans le cas d’une fonction f prenant même valeur aux points symétriques 
par rapport à l’une quelconque des deux médianes, qu'il est avantageux de choisir le 
centre comme re et de pie! les sinus par des cosinus, savoir, par ceux des 


multiples impairs de = = et de = de 


7 
. 
EE ==  ÉRE 
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FA « . : 44 . F . 
€ est-à-dire une relation pouvant s’écrire 


(26) ; ‘v= Ke P(E, 0) =Kok (=, ip 


et, si l’on appelle # la valeur moyenne de F en tous les points de a, 
c'est-à-dire l'intégrale Pre n)d£dn, prise dans toute l’aire 


[fa@ dy, =1 qu’entoure la courbe /(&, 4) = 0, il vient 
(27) | . U=kKo. 


De même, en appelant V’ la valeur maxima de V, qui est KoF(Ë’, n’), 
TR désignent les valeurs de £, n au point où elle se produit, 
savoir, généralement, au centre de gravité de la section, on aura aussi 


(28) | VS Ke, 


a la condition de poser F(&’, n')= #". 


12. Comparons, en particulier, les trois valeurs que nous avons 
trouvées pour 4, ou plutôt pour l’inverse de 4, dans les trois formes 
réguliéres que nous avons considérées et qui sont les plus simples, 
triangle équilatéral, carré et cercle. Évaluons aussi, pour les comparer 
de même, les valeurs correspondantes de 4’. 

Avant tout calcul, il est assez naturel de penser que, à égalité d’aire, 
comme, par exemple, pour ¢ = 1, les deux vitesses, moyenne, U, et 
maxima, V', varient, dans les sections régulières ayant des nombres 
différents m de côtés, en sens inverse de la longueur y du contour, 
mesure de l'étendue relative des parois qui, ant le fluide 


contigu, y ralentissent l'écoulement. Donc +; ;; et ~ doivent croître 


Rk’ F 
ensemble, quand le nombre m des côtés de la ioe régulière sup- 
posée diminue, c’est-à-dire quand on passe du cercle, où ce nombre 
est infini, à un polygone régulier se rapprochant du carré, puis du 
carré même au triangle. Et d y a lieu de chercher si ces trois quantités 
ne seraient pas Re proportionnelles, ou jusqu’à quel point 


les deux produits # % ae MAS = pourraient être censés indépendants 


du nombre m des côtés de la ELA 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — JANVIER 1915. 3 
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Or les valeurs de & pour le cercle, le carré et le triangle équilatéral, | 


sont, d’après (4) et (25), 


k= k = 0,035 = ——. 

(29) me —0,09017..; me 

Quant à celles de 4’, on les évaluera, dans les deux cas extremes, 
par les formules (3), où il faudra faire (b =a, x =0, y =0) pour le 
cercle, (= = 0, y= =; eee 2) pour le triangle. Le cas intermédiaire 

v3 

du carré se traitera en annulant €, y dans les formules (21) et (20). Il 
viendra d’abord, vu les expressions (17) de B, C, D, en réduisant leur 


dénominateur commun à son quart et mettant 9 en facteur dans B; C, D, 


: 4 80 1673784 
b = be bee emcee yh EME 
(29 bis) ® C : C+ 3D) 25 13 100060 0,023 57. 


Après quoi, la formule (20), divisée par Ko, donnera 


2 
(30) k= — + g5 = 0107333 + 0,000295 = 0, 07363. 


On aura donc respectivement, pour le cercle, le carré et le triangle, 
(31) K=ak= =, k'=0,07363, k= 2x 1. 
an | 9  9v3 


Or on trouve aisément que, dans les trois mêmes cas respectifs, 


3 2 RE ie A TA Eu + 
+ ‘apa SRI MT ES 
Par suite, les deux produits be k zy deviennent respective- 
ment : le premier, 
hs TE —0;1410, 
(33) k Fz = 4(0,0851...) — 0, 1406, 


W3 


2 = NS, 1316; 
1 
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le second, 
ae 0 2821, k' 4 —0,2945, KS =—— — 0,2925, 
Vo an vo Ve AOS | 


13. On voit que, le nombre m des côtés de la section décroissant 
de l’infini à 3, la vitesse maxima V’, exprimée proportionnellement 
par 4’, décroit un peu moins vite que ne grandit le contour y; car leur 
produit croit environ de 0,28 à 0,29. 

Au contraire, la vitesse moyenne ou de débit U, exprimée propor- 
tionnellement par 4, diminue un peu plus vite que ne grandit le 
contour, surtout lorsqu’on passe de m=44m=3, c’est-à-dire du 
carré au triangle, où leur produit varie de 0,1405 à 0,1316, Cet abais- 
sement sensible du débit de l’unité d’aire, entre m=4 et m=3, 
s'explique par les angles aigus du triangle, à l’intérieur desquels la 
vitesse V, près du sommet, est fort réduite par le voisinage simultané 
de deux parois. 

Mais, entre le cercle et le carré, de m— à m—4, ce produit 


k i parait, si l’on s’y laisse guider par le sentiment de la continuité, se 
o 
maintenir presque constant Loi de 0,1408), ou ne décroitre que 
de 0,1410 à 0,1405. 
La vitesse maxima V’, produite sie loin des sommets (et des cétés) 


que la vitesse moyenne U, est done moins ralentie qu'elle par leur 
influence, surtout dans le triangle, où le rapport + grandit jusqu'à = 


et excède du neuvième sa valeur simple 2 dans le cercle, alors qu’il 
avait cri à peine, jusque-là (c’est-à-dire pour m décroissant de æ à 4), 
du vingtième de cette valeur 2 (‘). 


(4) Un fait assez important de l’Hydraulique trouve son explication dans une raison 
analogue. La vitesse maxima V', à la surface libre d’un canal rectiligne découvert, se 
produisant au milieu de la largeur, sur le filet fluide qui coule le plus loin possible des 
bords, est moins réduite par le frottement de ces bords que celle des autres filets fluides, 


Y! 
et, par suite, que la vitesse moyenne U. D'où il résulte que le rapport — Ü grandit, quand 


on considère des sections (rectangulaires ou autres) de plus en plus rétrécies. 
Aussi l’ébauche que j'ai donnée de la théorie du régime uniforme turbulent ER 
A ; V'— 
nant et tumultueux) dans les lits à grande section, attribue-t-elle au rapport wy 
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Toutefois, quand on passe du carré au triangle méme, la vitesse Vis 
au centre de gravité de la section, se trouve un peu plus réduite que 
n’est accra Je contour, en raison sans doute du trop grand rapproche- 
ment du centre, où se place alors une partie notable des côtés (ou des 
parois). Cet excédent de décroissance est, comme on voit, dans le 
rapport de 0,2945 & 0,2925, soit environ du + de ces fractions. 

Il ne faudrait pas, d’ailleurs, comme on pourrait être tenté de le 
faire, attribuer l'excédent en question, sur la valeur 0,292 relative 


au triangle, du produit A’ ie pour le carré, à un défaut d’exactitude de 
oy 


ce produit. Car il y existe, déjà, dès la première approximation, 
obtenue en prenant 


®d'—0, — LÉ Wi = —0,1933...; 


et il s’accroit d’une approximation à l’autre. A la deuxième, où D serait 
nul et B, C donnés par (14), il viendrait, en effet, vu (29 bts) et (30), 


o = F(B— 2c) = er = A, = 0101583, k'=0,073533 


(où b est le coefficient de la formule des hydrauliciens - I = bU2, X y désignant le contour 


mouillé de Du Buat ) la valeur es 8,1 environ pour un canal rectangulaire trés large, 


et une autre valeur, notablement plus forte, : : = 12,96, pour un canal demi-circu- 


laire coulant à pleins bords. Dans ces formules, le coefficient k, indépendant du degré de 
rugosité des parois, n’a rien de commun avec celui de la relation (27) ci-dessus. _ 

Dans les circonstances, assez ordinaires, où l’on peut prendre 6=0,0004 pour le 
canal très large (avec le mètre el la seconde comme unités), et, par suite, 6 = 0,00034 


ou 0,00035 dans le canal demi-circulaire, il vient ainsi yo o,8 environ pour un canal 


médiocrement large (comme est le canal demi-circulaire) et 7 = 0,86 environ pour le 


canal de profondeur constante et de largeur indéfnie, où n'agit que le frottement du fond. 
È Voir, à ce sujet, les pages 33 à 36 et 44 à 47 de mon Mémoire sur le régime uniforme 
intitulé « Théorie de l'écoulement tourbillonnant et tumultueux des liquides dans les lits 
rectilignes à grande section (Paris, Gauthier-Villars ; 1897) ». 


eee rT 
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L'augmentation, à partir de la première valeur approchée 0,2933, 
est donc de 8 unités du quatrième ordre décimal, alors qu'il n’est plus 
que de 4 quand on passe de cette deuxième approximation 0,2941 à la 
troisième 0,294. 


13 bis. Grâce aux analogies plausibles signalées ici, ou au senti- 
ment de la continuité qui nous fait interpoler les cas de m plus grand 
que 4 entre ceux du cercle et du carré, on voit que des valeurs de U 
_et de V’, ou de # et de #’, assez approchées pour le besoin de la pra- 
tique, seraient données aux physiciens par les deux formules, résul- 
tant comme moyennes de (33) et (34), 


(34 bis) (pour m> 4) k= (0, 3408) 2, k= (0,288) ¥2, 


Celles-ci permettraient donc de ramener les calculs des vitesses 
moyenne et maxima à celui du périmètre y limitant le polygone régu- 
lier d’aire 1 et du nombre considéré m de côtés, quoique l'intégration 
des équations du problème n’ait été effectuée que dans les trois cas 
m=n2,m=4,m= 3. 

Or, si r désigne le rayon du cercle inscrit a la section o, le demi- 


côté de cette section égale visiblement r tang = —3etlona 


T 
x=(amung À) F, = Lr= (mans = ) rs 
d’où 


Les deux formules approchées (34 bis) donneront donc, pour cal- 
alec les deux vitesses moyenne Uet maxima V’, les coefficients 


numériques approchés 


0,0704 


i 
(neurmi> 4). dede = k's 0,144 = 
m tang /mtaneE 
\ UNE m 


Mais peut-on entendre les formules (34 bis), où les coefficients 0,1408, 
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0,288 ne sont que des moyennes, dans le sens d’une proportionnalité 
approchée de ket de # à 0 quand m varie? Ilya lieu, sous ce rapport, 
x 


de distinguer la première formule (34 bis) de la seconde qui est 
beaucoup moins précise. | 
Entre les limites m= 5 et m ==, le rapport = est assez variable : 


il vaut, pour le pentagone, — 0,2623 et, pour le cercle, 


1 
2V5 tang 36° 
WRT 0, 2821, soit le + en plus, tandis que le produit & ie? atleignant — 
2VT 4 : o 
au moins 0,406 dans le pentagone, pour devenir seulement 0,1410 
dans le cercle, n’y croît pas même des ;5;, ou presque une trentaine 


Ve 


de fois moins. Il y a done bien proportionnalité approchée de & à a _ 


Quant au produit # a il décroit environ, dans le méme intervalle, 

Lx 7 > 
de 0,29 à 0,28, soit d’une fraction sensiblement inférieure sans doute 
à +, mais toutefois du même ordre que celle-ci. La proportion- 


> 


nalité à = est donc loin d’être aussi admissible pour 4 que pour &.. 


14. Remarquons enfin que la convergence des approximations 
successives, dans le cas du carré, parait plus rapide sur # que sur #, 
eu égard à ce que les valeurs de # sont plus que doubles de celles de #. 
Car, entre les trois approximations 


k =0,03500, k = 0,03506, Kk = 06,0290. 
et 7 
K'= 0,07 333, k'=0,07353, k'=0,07363, 


les deux différences successives sont respectivement, pour #, 0,00006 
et 0,000 05, ou presque égales, tandis qu’elles sont, pour #’, 0,000 20 
et 0,00010, ou décroissantes de moitié, de l’une à l’autre. 

Il est naturel, en effet, que notre mode de correction, indiqué 
au n° 2, des erreurs sur V qu’entrainent partout les petites vitesses de 
sens contraires tolérées le long du contour y, produise une compen- 
sation d'autant meilleure de ces erreurs, les unes par les autres, qu’on 
est plus loin du contour, c’est-à-dire plus loin des régions de leurs 
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influences locales et prépondérantes dans un sens ou dans l’autre. C’est 
donc au centre, où V est la vitesse maxima V’, que cette neutralisation 
mutuelle doit se faire le mieux. 


IV. — Considérations générales sur la filtration des liquides par le sable, 
ou par d'autres milieux poreux analogues, et sur la transpiration 
des gaz à travers ces milieux. 


15. On sait que la filtration d’un liquide à travers un sable homo- 
gène est régie par la même loi élémentaire, de proportionnalité du 
débit à la pente motrice ou au coefficient K dont il a été question ci- 
dessus, que son écoulement uniforme le long d’un tube capillaire poli. 
Mais, comme les voies ouvertes au liquide, dans une masse sablon- 
neuse ou dans tout autre milieu poreux présentant des espaces libres 
analogues entre ses petits fragments, sont extrêmement irrégulières 
et sinueuses, il est difficile de donner, de cette assimilation, une 
explication précise, de tout point satisfaisante. On voit seulement, au 
premier coup d’ceil, que la petitesse extrême des vitesses absolues doit 
permettre d’y négliger, sinon les accélérations, du moins les inerties 
en jeu, qui, rapidement changeantes de sens d’un point à l’autre, 
s’annihilent en moyenne dans des étendues presque comparables à de 
simples éléments de volume; et qu’elle doit aussi permettre, par suite, 
d’y supposer la pente motrice neutralisée, dans chaque petite région, 
par les frottements, de la même manière qu’elle l’est, dans un tube 
cylindrique poli, sur des filets fluides rectilignes et parallèles, animés 
de vitesses inégales, mais constantes. 


16. L’ébauche de théorie de ce phénon ne qui m’a paru la plus 
commode pour l’enseignement, bien qu’on puisse la trouver un peu 
trop fictive ou ne au point de vue de la réalité, consiste à 
y admettre, dans chaque petit espace comprenant un grand nombre 
de grains sablonneux et durant des laps de pure modérés, une 
direction génerale ou commune de l'écoulement, c’est-à-dire du mouve- 
ment translatoire, en raison de laquelle les pores ou vides alignés à peu 
pres suivant cette direction se comportent comme des tubes cylindriques 
que parcourraient, rectilignement et uniformément; suivant leur axe, 
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les filets du liquide les remplissant, tandis queles pores ou interstices 
orientés autrement et méme, dans ceux qui sont bien alignés, les 
parties ou concavités non utilisables par des filets approximativement 
rectilignes et parallèles, seraient l'emplacement d’un liquide ztmmo- 
bilisé entre les grains sablonneux. Ce dernier, liquide mort en quelque 
sorte, compléterait ainsi, par son adjonction aux particules solides 
censées le retenir, les parois fictivement cylindriques des tubes de 
filtration, tout en maintenant sans cesse, par le fait même de son 
équilibre entre tubes contigus, une variation hydrostatique de la pres- 
sion moyenne p, le long des courts chemins qui traversent dans du 
liquide toute paroi de ces tubes. 

Comme on sait que, dans chaque tube en particulier, la hauteur 9 de 


charge, somme de la pression & (évaluée en hauteur de fluide) et de 


l’aliitude effective & du point où l’on se trouve (au-dessus d’un plan 
horizontal fixe de repére), est constante le long de tout chemin normal aux 
filets fluides, non moins qu’à l’état de repos dans le liquide immobilisé 
entre deux tubes, la charge ® aura une même valeur sur tout le par- 
cours, quelque étendu qu'il soit, d’un tel chemin normal aux tubes, 
tracé à travers la masse fluide qu’entrecoupent les particules sablon- 
neuses, mais qui forme un tout communiquant. En d’autres termes, 
la famille, 9 = constante, des surfaces d’égale charge sur lesquelles 
la hauteur 9 du niveau dynamique est constante, surfaces sensible- 
ment continues malgré leurs innombrables mais imperceptibles iné- 
galités (dont il sera fait abstraction), donnera, dans toute petite 
région (x,y, 3), la direction des tubes de filtration, par sa nor- 
male très petite dn menée, à partir de (x, y, z), suivant le sens où 


s'abaisse ce niveau 9; et c’est justement la dérivée — ae mesurant 


la rapidité actuelle de l’abaissement du niveau dynamique le long 
de dn, qui constituera, par définition, la pente motrice 1, régulatrice de 
l'écoulement. | | 
Rappelons enfin que notre coefficient K est le produit, ae du poids 
spécifique pg du liquide par l'inverse de son coefficient ¢ de frotte- 
ment intérieur et par la pente motrice I. | 
Cela posé, la vitesse de débit d’un tube de filtration (de section 
vive ©) étant ÆK c, le volume liquide que celui-ci fournira dans l'unité 
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de temps aura l’expression #Ko° ou OST hat. Kt le débit, par unité d’aire, 
de la surface considérée d’égale charge ®, at une petite étendue 
sensible AS entourant le point (12), sera PE z! SKo?, où le sym- 


bole de sommation & désigne une somme eu a tous les tubes 
qui percent normalement cet élément d’aire AS, divisée par AS ou 
évaluée dans l'hypothèse AS = 1. Il est clair que, si le sable se trouve 
moyennement homogène, le quotient ainsi obtenu s’écartera peu 
d’une certaine moyenne, indépendante de la situation (x, y, z) et de 
Vorientation des surfaces d’égale charge ('). 


(1) Pour un milieu poreux qui ne serait plus moyennement isotrope comme du sable, 
mais qui offrirait, par exemple, une structure plus ou moins stratifiée, ou des tubes de 
filtration de formes et de dimensions différentes suivant les divers sens, il y aurait lieu, 
pour serrer de plus près la réalité, de compliquer un peu l'hypothèse d’une direction 
générale du mouvement dans chaque région. Tout en continuant à admettre l'existence 
de surfaces d’égale charge 9, à direction générale déterminée malgré d'innombrables 
inégalités locales, on considérerait les tubes de filtration non plus comme normaux à ces 
surfaces, mais comme se croisant dans toutes les directions, à la manière d'un réseau 
serré, et débitant du fluide en raison inverse de leur plus ou moins d’obliquité sur ces 
mêmes surfaces w = const. Celles-ci, déterminées surtout, dans leur ensemble, par la 
conformation des parois pour chaque mode de répartition des pressions, seraient affectées, 
comme d’une encoche presque imperceptible; à la traversée de chaque tube, dont la 
section normale o n’aurait plus leur direction générale par suite de l’hétérotropie du 
milieu... 

Les tubes de filtration cesseraient donc de présenter, en chaque endroit et à chaque 
instant, une direction wnique, quoiqu’ils continuassent à y offrir une direction moyenne 
ou générale. Attribuer à tous cette direction moyenne, les y réduire fictivement, serait, 
sans doute, permis, mais n’est utile que dans le cas d’ésotropie où l’on aperçoit, @ priori, 
sa normalité aux surfaces d’égale charge; ce qui permet de la construire. La normalité 
en question est d’ailleurs nécessaire (comme on a vu vers le milieu de la page 24) pour 
que le plan tangent aux surfaces » = const. garde sa direction générale à la traversée 
des filets fluides de chaque tube de filtration, c’est-à-dire pour qu’il n’y ait pas les encoches 
dont on vient de parler. 

Il existe, pour tout milieu poreux, trois axes rectangulaires préncipaux de filtration et, 


ica I 
suivant chacun de ces axes, un coefficient spécifique distinct, analogue à l'inverse es des 


formules (37) ci-après. 

Voir, à ce sujet, la XX° de mes leçons sur la Théorie analytique de la chaleur, mise 
en harmonie avec la Thermodynamique et avec la théorie mécanique de la lumière 
(t. 1°", p. 324 à 328. Paris, Gauthier-Villars). 


Ann. Ec, Norm., (3), XXXII, — JANVIER 1915. 4 
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17. L’hydraulicien Dupuit, Inspecteur général des Ponts et Chaus- 
sées, à qui l’on doit, ce semble, la premiere étude théorique de la 
filtration (*), considère la capacité totale m occupée par le liquide | 
dans l’unité de volume apparent du milieux poreux, capacité qu'il 
déduit du poids du liquide (obtenue par l'excédent d'une pesée du 
sable tout imbibé sur le même sable une fois sec); et il imagine que 
la capacité proportionnelle » AS dn, dans la couche mince sablonneuse 
de section AS et d'épaisseur dn comprise entre deux surfaces consé- 
cutives d’égale charge, y soit répartie de maniére que toute section 
qu’on y fait par un plan paralléle aux bases ait la valeur mAS, comme 
si tous les pores sensibles étaient disposés en tubes de filtration ou, 
du moins, ne contenaient point de liquide mort. Divisant alors le 
débit total de l’élément AS de surface d’égale charge, par la section 
totale ainsi uniformisée, m AS, des cavités correspondantes, il obtient ce 
qu’il appelle la vitesse moyenne du liquide filtré. Désignons-la par U; 
et ce sera, avec nos notations et formules, | 


(35) Der pat te (RESTE) (- 2). 
m 


Cox EE m dn 


Dupuit appelle uv. la constante spécifique, caractéristique du sable 
expérimenté, par laquelle il faut diviser la pente motrice I, ou — %, 


pour avoir cette vitesse moyenne U. Nous poserons donc 


36 ai aks : 
( ) F- pg Zko°? 


et, sig désigne le volume fluide que débite par unité de temps l’unité 
, . , a) Là 

d’aire apparente ou totale d'une surface filtrante d’égale charge 9, 

nous aurons, en résumé, comme formules fondamentales de la filtra- 

tion, 


(37) U=-, q=—l, ou | fee ee 
Dupuit a reconnu, parconfrontation avec les résultats d’expérience, 
ee ee 


(1) Un an ou deux après les expériences de Darcy et Ritter faites à Dijon vers 1855. 
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que le nombre w, évidemment d’autant plus grand que le sable a ses 
grains plus ténus, se trouve compris, pour l’eau circulant (aux tem- 
pératures ordinaires) à travers des sables plus ou moins fins, entre 
deux nombres comme 1000 et, peut-être, 10 000, quand on adopte le 
mètre et la seconde pour unités de longueur et de temps (‘). 


18. La formule (35) s'applique, avec une assez grande approxima- 
tion, au phénomène analogue de la transpiration des gaz à travers les 
milieux poreux. Alors la présence d’un tel milieu, d’une capacité 


(1) Analogie des courants électriques avec ceux de filtration. — Chaque fois que j'ai 
exposé, dans mon Cours de la Sorbonne, cette théorie de la filtration, je n'ai pas manqué de 
l'appliquer au cas d’un tuyau de conduite rempli de sable, fournissant par unité de temps 
un certain débit liquide Q sous l’action d’un abaissement donné H de la charge + d’un 
bout à l’autre, suivant sa longueur totale L, afin de montrer l’étroite analogie de ce phéno- 
mène, avec le courant électrique créé le long du conducteur reliant les deux pôles d’une 
pile, dont la force électromotrice E produit entre eux l’abaissement H =E du niveau 
électrique ou potentiel. 

Si l’on adopte, dans un tel tuyau de conduite, une abscisse courbe x comptée le long de 
son axe, de 2 =o à n —L, pour définir les divers points de cet axe et, par suite, en 
fonction de z, les sections normales correspondantes s du tuyau, ainsi que les diverses 


valeurs du coefficient — = c qui caractérise la facilité du sable à laisser filtrer le liquide, 


ou, en quelque sorte, sa conductibilité, inverse de sa résistance à l'écoulement, la seconde | 
formule (37), étendue à toute une section s, donnera 


= — ço —L ou —dp—=Q—; 


L 
dn ; à ae eee 
L'intégrale ri ae proportionnelle à la longueur, mais inverse de la conductibilité et 
0 


de l'aire des sections, exprime la résistance totale R à l'écoulement. Or, remplagons 
H par E; et il viendra la formule fondamentale de la théorie du courant électrique 
(d'intensité Q), 


E 
Q= +: 


D'ailleurs, dans ces deux phénomènes de régime uniforme ou quasi-uniforme, la pente 
motrice est partout neutralisée par les frottements. En d'autres termes, le travail résis- 
tant y est converti en chaleur. Donc la chaleur créée y égale, par unité de temps, le 
travail moteur, qu’expriment, d’une part, le produit du poids PQ de fluide débité par 
Yabaissement H de son niveau statique ou dynamique, d'autre part, le produit de 
l'intensité du courant électrique par la chute analogue E du potentiel. 
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calorifique (par unité de volume) tres grande par rapport a celle du 
gaz disséminé dans ses étroits interstices, y assure la conservation de 
la température générale, malgré la détente graduelle que le gaz éprouve 
en passant de sa pression primitive a une pression moindre, le long 
des tubes de transpiration; et la pression moyenne p, sensiblement 
égale à la pression élastique de l’état de repos pour la densité actuelle P 
de la particule, est partout proportionnelle à , conformément à la loi 
de Mariotte. D’ailleurs, les changements de l’altitude 6 s’y trouvant 
négligeables, vu la petitesse de p dans les gaz, à côté de ceux de la 


d, ; . : . 
hauteur {z représentative de la pression, ce sont ceux-ci, deux seuls, 
PS 


qui exprimeront sensiblement les variations de la charge + d’un point 
à l’autre; et, par suite, la pente motrice I, pour un tube élémentaire 


cdn de transpiration, de longueur dn, pourra être censée se réduire 
I dp 


— — — 


pg dn | 
Mais comme, dans un écoulement permanent ou quasi permanent, 


la masse débitée est constante d’un bout à l’autre du tube, alors que 
la densité p y décroitra comme p, le mouvement s’y accélérera ; et, si 
V désigne, sur la surface où la pression est p, la vitesse d’un filet fluide 
quelconque, rectiligne et parallèle à l'axe du tube qui le contient, ce 
filet éprouvera, sur la longueur dn, une certaine accélération | 


AV dde dv 


. DS en ep EE) EE 
Nine pa ae dt ~~ . dn 


Pour un élément do de la section & du tube et, par conséquent, 
pour la masse élémentaire pdodn du filet fluide, la différence, 


dp . ; 
— 7, ds dn, des pressions normales exercées aux deux bouts de cette 


masse, et qui n’est autre, comme on voit, que egI do dn, aura donc à 
neutraliser, outre les mêmes frottements des filets contigus que dans 


le cas d’un liquide, l’inertie, — V eds dn, du filet lui-même. 


19. Il importe de voir si celle-ci en est une fraction insensible; car, 
si cela a lieu, les inerties se trouvant négligeables et, d’ailleurs, le 
coefficient e des frottements entre filets étant, à peu près, aussi cons- 
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tant dans un gaz, malgré les changements de densité, que dans un 
liquide, tandis que, d’autre part, la couche gazeuse contigué à la paroi 
ny est pas moins immobilisée que l'était la couche liquide analogue, 
une même analyse conviendra aux deux cas et donnera aussi, par suite, 
pour le gaz, les équations (35) à (37). 

Or c'est précisément ce qui arrive. Prenons, en effet, le rapport du 


te m i, . . , . aN \ 2 1 
rme des inerties changées de signe, pV — do dn, à la différence, 


pee de ; ’ 11: 
a » des pressions s’exerçant aux deux bases de |’élément. 


Mais observons que la masse eV débitée par l’unité d’aire de dc et, 
par suite, le produit proportionnel pV, sont constants d’un bout à 


, ‘ : aV d, à 

l’autre; ce qui donne PR= ve et permettra de substituer au 
? dV d ae : : 

quotient de Di a la fraction a Le rapport considéré, dont il 

’ = A É = 2 

s’agit de reconnaitre la petitesse, sera, dès lors, Fe, ou ii si l’on 

appelle H la hauteur, A d’une colonne fluide fictive, de densité p, 

(e] 
qui, par son poids, exercerait statiquement la pression p. Le rapport 


V 2 >’ D À e. 12 
“i . Et l’on s’assure aisé- 
VgH 


à apprécier peut donc encore s’écrire ( 


ment qu’il sera très faible. 

Si, par exemple, le gaz est de l'air à la température de zéro degré 
centigrade et à la pression ordinaire de o™,76 de mercure, il viendra 
13600 . 

—3- environ, des deux 


pour H le produit de o™,76 par le rapport, 


densités du mercure et de I’air, soit 7951™. D'où, en faisant g=9™,81, 
VgH serait une vitesse de 279",3 ou, en nombre rond, de 280™ par 
seconde. Donc, même en prenant pour le filet gazeux une vitesse V de 
transpiration égale à 28", vitesse énorme, le rapport cherché n’excé- 
derait pas 0,01; et l’inertie du fluide n’absorberait que le centième de 
la pente motrice. 


3 


20. Ainsi, la formule (35) de la vitesse moyenne U de filtration 
s’appliquera tres sensiblement a la transpiration des gaz et donnera 
en volume, à travers l’unité d’aire d’une surface d’égale charge ou 
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d’égale pression p, le débit 


d, ‘ 
vu la valeur actuelle, — az —. de la pente motrice I. 
o 


Pour un faisceau donné de tubes de transpiration, occupant ou per- 
cant une aire variable A des diverses surfaces d’égale pression, la 
masse constante débitée par le faisceau sera donc, en multipliant 
par pA et observant que Zkc? est ici, pour le milieu poreux suppose, 
une somme constante se rapportant partout à l’unité d’aire; que, 


d’autre part, p est le produit du rapport constant . par la pression p, 


Zko? p d.p? 
(38) — ry ace ; 


expression où la quantité entre parenthèses sera donnée, invariable 
même d’un bout du faisceau à l’autre bout, si le milieu poreux est 
partout pareil. 


21. Bornons-nous à ce cas de l’homogénéité du milieu; et, pour 
fixer les idées, supposons que la transpiration se fasse le long d’un 
tuyau de conduite plein de sable, ayant sa section normale A fonction 
lentement variable d’une abscisse 2 comptée le long de son axe L, 
droit ou courbe. La pression p à l'entrée, p, (pour r =o), et la pres- 
sion p à la sortie, p, (pour n = L), seront connues. 

La translation se faisant partout, à très peu près, parallèlement à 
l'axe, les surfaces d’égale pression p se confondront avec les sections 


normales A, qui seront en même temps celles du faisceau de tubes à 
considérer. - 


Comme l'expression (38) est constante, ainsi que son facteur entre 


parenthèses, on aura donc, pour déterminer le mode de variation 
de p? entre n =o et r — L, l'équation différentielle 


d.p? 
— À an = Const. ; 
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d’où il résultera, en isolant d( — p?) et intégrant à partir de n — 0, 
(39) Pp? —p*=(const.) / cle. 
roy. 


La constante s’obtiendra en exprimant que p =p, pour n=L. Si, 
par exemple, le tuyau est cylindrique, ou que toutes les sections A 
soient égales, sa valeur sera ainsi 


“RUE 
L (Pe — Ps). 


Par conséquent, le débit en masse (38), divisé par A pour le rap- 
porter à l’unité d’aire, deviendra 


hop pif, _ pi 
A noie 


_ Le volume débité par le réservoir (à la pression p,) qui fournit le gaz, 
s’évaluera en divisant par la densité initiale p, ou i Pe de ce gaz; ce qui 


donne enfin, toujours par unité d’aire de la couche poreuse, 
Zko? p is 
(41) = —————— Pe (: — oY. 
2e L Pe 


Et l’on aura la vitesse moyenne correspondante U, de transpiration, en 
divisant encore ce débit par la partie vive, m, de l’unité d’aire de sec- 
tion, que suppose Dupuit, 

Zko? p FE 
ho J = = ie I— MES: ° 
(42) Ue 2mé At 2) 


x , > : A D 
Pour même détente relative du gaz, ou même valeur du rapport 5 
€ 


cette vitesse moyenne à l’entrée est donc en raison directe de la pres- 
sion p, du gazométre qui fournit le fluide et en raison inverse de 
l’épaisseur L de la couche filtrante, comme il arrivait, par exemple, 
dans les expériences de Graham sur la transpiration le long de tubes 
fins, où le réservoir d’aval était le récipient d’une machine pneuma- 
tique. Alors la détente pouvait être supposée complète; car le carré 


Ps . ° 2 
ES restait insensible. 
du rapport 5, resta n | 


nad J. BOUSSINESQ. 
* # , x / 
22. En appelant, dans ce cas limite d’une détente complète, I’ le 
quotient ; qui y figure une sorte de pente motrice, et vu’ la constante, 


caractéristique à la fois du gaz et du miliew poreux, 


: j_ ome 
(43) . FT ko? 


il viendra, pour la vitesse moyenne U, de transpiration a l'entrée et 
pour le débit correspondant, g. (en volume), par unité d’aire, du fluide 
que fournit le gazomètre, les formules, analogues à celles de 
Dupuit (37) pour les liquides, 


I m 


E ee 
(44) Hess c= abe avec = (). 


V. — Tentative pour évaluer approximativement le coefficient caractéris- 
tique de la vitesse moyenne de filtration, quand la masse filtrante 
est constituée par des grains sphériques d'un diamètre donné. 


23. L’essai précédent de théorie touchant la filtration et la transpi- 
ration ne nous a fourni encore aucune donnée sur l’ordre de grandeur 
de la constante & (de Dupuit) figurant dans les formules, ou par 
laquelle il faut diviser la pente motrice pour avoir la vitesse moyenne 


(1) J'ai donné plusieurs fois dans mon Cours de la Sorbonne, à la suite des considé- 
rations précédentes, une théorie de la diffusion (purement physique) des solutions salines 
étendues et même des gaz, en l’assimilant à une lranspiration de ces corps à travers des 
pores sensibles et pénétrables que leur dissolvant liquide comprendrait entre ses groupes 
moléculaires, censés beaucoup moins mobiles que la matière dissoute. On peut voir les 
principales formules de cette théorie aux pages 404 à 406 d’une longue étude de 1881-1883, 
publiée dans un volume (4° série, t. XIII; 1885) des Mémoires de la Société des Sciences, 


de l'Agriculture et des Arts de Lille, sous le titre « Applieation des potentiels à Véqui- 


libre et au mouvement des solides élastiques, avec des Notes étendues sur divers points 
de Physique mathématique et d'Analyse ». 

J'y assimilais déjà (en 1883), mais d’une manière purement hypothétique, le corps 
dissous à un gaz ayant sa tension régie par la loi de Mariotte, comme on le fait mainte- 
nant, depuis que la découverte des membranes semi-perméables laissant traverser le 
dissolvant, mais retenant la matière dissoute, a permis de mesurer cette tension. 

On peut voir un peu plus de détails, sur ce sujet de la diffusion, à la fin du Tome I de | 
ma Théorie analytique de la chaleur, mise en harmonie avec la Thermodynamique et 
avec la théorie mécanique de la lumière (Paris, Gauthier-Villars, 1901). 
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de filtration, à travers un sable homogène dont les grains sont, par 
exemple, supposés sphériques et d’un rayon R donné. 

Abordons maintenant cette dernière question, en y partant de 
l'hypothèse, assez naturelle (semble-t-il), que l’ordre de grandeur 
dont il s’agit reste le même quand, sans cesser de composer i. milieu 
poreux de hive solides égales et mutuellement tangentes, on les 
dispose de manière à y faciliter la construction, entre elles, de tubes: 
rectilignes de filtration et le calcul de leurs débits, en n’y accroissant 
que le moins possible la proportion des vides. Il est clair toutefois que 
le débit g sera ainsi augmenté, tant par le fait de l’alignement des 
vides (qui facilitera l’écoulement suivant la direction analogue) que 
par celui de leur accroissement inévitable. 


24. Sous ces rapports, la disposition qui parait, à première vue, la 
plus simple et la plus satisfaisante, consiste à diviser, par trois sys- 
tèmes de droites parallèles (inclinées à 60°), une des surfaces d’égale 
charge, supposée, par exemple, horizontale, en triangles équilatéraux 
de côté 2R, y pavant tout le plan, et dont l’un sera CC'C” (fg. 1), 
puis à placer, sur la verticale menée par chaque sommet ou point 
d’intersection, comme C, C’, C”, ..., les centres d'une file de sphères 
de rayon R tangentes les unes aux autres, la première couche hori- 
zontale de ces sphères ayant ses centres en C, C’, C”, ... sur la surface 
même considérée d’égale charge, la seconde ayant ses centres à une 
distance 2R au-dessus ou au-dessous; et ainsi de suite. 

Chaque triangle équilatéral sera donc, dans ses trois angles, la pro- 
jection horizontale de trois files verticales de coëns ou onglets sphériques 
superposés, valant chacun un sixième de Lie et tangents mutuelle- 
ment, aux points vus en A, A’, A”, ainsi qu'aux points vus en C, C’, C’. 
Entre ces onglets se trouvera un tube de filtration, dont la partie vive 
(ou prismatique et libre sur toute la hauteur) aura comme section 
normale, dessinée sur la surface considérée d’égale charge, le triangle 
 curviligne AA’A”, qui a pour côtés les trois ares A’A”, A’A, AA’, 
contours apparents de la surface sphérique des trois files d’onglets. 
Et comme les vitesses d'écoulement, dans les angles infiniment aigus 
A, A’, A”, compris entre les onglets, dcr très réduites 
par le frottement des deux parois contiguës, on n’abaissera le débit 
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que dans une proportion modérée, en remplaçant fictivement cette 
section vive par le triangle rectiligne iv qui a ses trois côtés, 
tt’, t’t, td, tangents respectivement aux milieux, B, B’, B’, des trois 
arcs. 

Toutefois, le débit sera diminué sensiblement par le fait de cette 
substitution, moins peut-être à raison du déchet ainsi accepté sur l'aire 
de la section vive que par la réduction qu’éprouveront, à l'intérieur 


Fig. 1. 


du nouveau contour #44”, les vitesses qu’on y fera continues à partir 
de valeurs nulles sur ce contour. 
Mais, d’autre part et en compensation, il est clair que ce débit se 
trouvait fort augmenté par la substitution fictive, à la réelle et stable 
répartition des grains sablonneux en couches engagées les unes dans 
les autres, d’une disposition de ces grains en files comprenant entre 
elles des vides alignés sans discontinuité dans la direction même de 
l'écoulement. Car, d'ordinaire, les sphères de chaque couche se placent 
dans les creux laissés entre celles de la couche précédente, de manière 
que les couches empiétent, suivant leur épaisseur, les unes sur les 
autres, réduisant à moins d’un diamètre 2R l’espacement entre les 
plans des centres des sphères ('). Au contraire, cet espacement est 


(1) Place exigée par chaque sphère, dans les modes simples d'arrangement. — Dans 
notre mode d’arrangement des sphères, par couches parallèles et files continues perpen- 
diculaires à ces couches, les centres des sphères forment, suivant le sens C’C" (ou de 
la flèche f), des lignes parallèles, dans chacune desquelles l'espacement de deux centres 
consécutifs est 2R, tandis que l'espacement de deux lignes d’une même couche voisines 
égale la hauteur H, ou RY3, du triangle CCC”, et l’espacement des plans contenant les 
centres de deux couches consécutives, 2R. On peut dire que ces sphères accaparent 
individuellement (chacune pour son compte exclusif), autour de leur centre, un espace 
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ici 2R, dans la disposition fictive des centres en files rectilignes 
continues, normales aux couches; et il y a alors, outre le dégagement 
des tubes, plus de vide dans la masse sablonneuse. Aussi semble-t-il 
que le débit doit avoir gagné fictivement, par ces deux circonstances, 
plus qu’il ne perd maintenant par la réduction de la section vive au 


triangle 444”. 
2 à 7 D ry / ñ . 
25. Pour laire CC’C’”= R° y3 de surface d’égale charge, le débit 
Ts x = 9 o 9 . . 4 
sera donc censé être celui, KKo? ou hE GI, d'un tube prismatique à 


section #4" = ctriangulaire équilatérale, auquel conviendra, d’après la 
PME : I 

seconde formule (4), la valeur numérique 
: 20 


= de k. En divisant ce 
oO 


rectangulaire ayant la longueur 2R, la largeur H et la hauteur 2R, ou la capacité 


4R2H = 4R3 ÿ3, dont leur volume SNS est la fraction =. = 0,6046. On comptera, en 


effet, à l’intérieur de toute étendue de très grandes dimensions, autant de ces parallélé- 
pipèdes yuxtaposés qu’il y aura de centres de sphères et, par suite, sensiblement, de 
sphères mêmes. 

Au contraire, dans le mode d’arrangement stable, par couches parallèles dont chacune 
engage ses sphères dans des creux laissés entre trois sphères de la couche précédente, 
le centre d’une sphère de la seconde couche sera, par exemple, au-dessus du point O, au 
sommet du tétraèdre régulier ayant pour base CC’C"; et ceux des sphères de la seconde 
couche tangentes à celle-là se trouveront au-dessus des centres des triangles orientés 
comme CC’C’ et ayant avec lui, en commun, un sommet, mais non un côté (car les trois 
triangles contigus suivant un côté à CCC” affectent l'orientation ou disposition inverse et 
auraient leurs milieux occupés par la projection des tronçons de tubes de filtration cor- 
respondant à la seconde couche); et ainsi de suite. Les centres des sphères de cette 
seconde couche seront donc encore rangés en alignements parallèles à C’C” et présente- 
ront toujours dans chaque ligne l'intervalle 2R entre deux centres, avec l’espacement 


H —Ry3 entre deux lignes; mais les plans parallèles contenant les centres des couches 
: > ; 2 ours 
ne seront plus qu’à la distance, chacun du suivant, H’= 2R <> hauteur du tétraèdre 
2 


. régulier ayant la base CC'C”. Chaque sphère n’exigera done que la place rectangulaire 


V2 3V2 


vide au volume apparent total sera seulement 0,2595, au lieu de 1 — VE —0,0004, 


2RHH' = 4R3ÿ2 dont son volume est la fraction a =0,7405. Le rapport 1 — _-du 


dans notre mode par couches parallèles avec files continues, et tandis qu’il s’élève 
à 1 — ë = 0,4764, presque au double, dans le mode le plus régulier, par files rectangu- 


laires suivant les trois dimensions avec l’espacement uniforme 2R, cas où chaque sphère 
prend tout l’espace 8R3 du cube qui lui est circonscrit. 
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débit par R° ÿ3 pour le rapporter à l’unité d’aire de la surface d’égale 
charge, on aura donc 


(45) | I= bor Re 


Evaluons-y l’aire o du triangle évidemment équilatéral ¢¢’¢’, dont, 
par raison de symétrie, le centre de gravité coincide avec celui, O, du 
triangle CC’C”. La distance OB du point O au milieu B de la base #4” 


est donc le tiers, zh, de sa hauteur À. Or, on voit qu’elle constitue 
la différence entre les deux tiers, OC, de la hauteur Ry3 du grand 
triangle CCC”, et le rayon CB =R des grains sablonneux. Il vient 
done | 

(46) $= (G-1)Rs d'où = = VE (a — VE) = REG — Ay). 


Et la formule (45) du débit, par unité d’aire de la couche filtrante, 
prend la forme 


(47) qt ONS CES 


20 € 


Calculons, en passant, l’aire comprise entre le triangle curvi- 
ligne AA’A” et le triangle rectiligne ###”, c’est-à-dire la perte que 
nous avons acceptée sur la section vive du tube de filtration. Les 
trois secteurs circulaires CA’A’, C'A’A, C”AA’ valant ensemble un 


demi-cercle = R°, le triangle curviligne est l'excédent du triangle 
total R? 43 sur ce demi-cercle, soit R? (v3 — 2); et, d’après la dernière 


formule (46), le triangle #4’4” ou o en est la fraction LAW eat NS 


A ee ; oh Sm 
inférieure à l’unité, tous calculs faits, de 
8 19(0—ÿ3)—rx  3,216—7 0,0744 I 
(48) a = * 
2/3—n 3,468 —x 0,3264 4,521... 


PT oo mr mm mme Us 
(1) J'ai exposé deux fois, dans mon cours de la Sorbonne (les 20 février 1894 et 


9 février 1901), ce mode approximatif d'évaluation des débits filtrés par des sables d’une 
grosseur définie. 
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La réduction effectuée sur la section vive a done presque atteint 


les = de sa valeur totale. 


26. Cherchons enfin le rapport m du vide au volume apparent total, 
résultant de notre mode régulier de disposition des grains de sable. 
Pour une couche horizontale de sphères, haute de 2R, et avec la 
base CC’C’ = R? 3, le volume total est 2R* 3, tandis qu’il n’y a de 
pleins que les trois coins sphériques de 60°, valant ensemble une 
demi-sphère ou 3 TR°. Le rapport 1— m du plein au volume apparent 
total est done 

T V3 


T = (0,19244)r = 0,6046; 


et 
m=1— —=—0,3954 (1). 
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Enfin, si l’on divise par m le débit (47) de l'unité d’aire, il vient 
pour la vitesse moyenne U de filtration, évaluée à la manière de Dupuit, 


97 —56y3_ pgR*,. 
: T € Ê 
20 FS tS eS 
Garg 


et la constante 1 de Dupuit, inverse du coefficient cherché ou du 


(49) | Uc 


rapport . est finalement, en multipliant haut et bas par 97 + 56 V3, 
ui NE 10 ol. 
(50) p20 (it) (97 + 9603) 2 ae = og 


Pour l’eau à la température de 10° C., les expériences de Poiseuille 
ont donné 


ARE 0,000 000 1336. 
8 


ee _ — —"—…——……—…— 


(1) Une autre méthode nous a déjà fait connaître ce résultat, dans lanote du n° 24 (p. 35). 
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Il en résulte, le métre et la seconde étant toujours les unités, 


0,0002050 _ 0,00082 


(51) PET RSS 


Les valeurs extrêmes de p, 1000 environ et (peut-être) 10000 que 
parait indiquer pour le sable l'expérience, correspondent alors aux 
diamètres 2R = 0o"",9 et 2R = o"", 29 (‘). | 

Il n’y aurait pas lieu d’être surpris que ces diamètres dussent être, 
en réalité, un peu moins petits pour fournir les débits admis; car 
nous avons remarqué déjà que la disposition régulière supposée des 
grains, en alignant les vides dans le sens du courant, accroît inévita- 
blement le débit dans une proportion notable, ou équivaut, pour un 
débit donné, à prendre des grains moins gros. 


27. Cependant, la réduction compensatrice que nous avons effectuée 
sur la section vive des tubes de filtration a bien pu, aussi, être suffi- 
sante pour rectifier à peu près les résultats, d’autant plus que, déjà, 
l'exclusion absolue que nous faisons des parties non prismatiques ou non 
cylindriques des vides, dans le calcul des débits, nous conduit à évaluer 
trop bas.ceux-ci. En effet, des accélérations locales, à la traversée des 
sections rétrécies, permettent au fluide (non sans compliquer beau- 


(1) Je viens d'apprendre l'existence d’une Thèse de doctorat physique (Sur le passage 
des liquides à travers les substances perméables et les couches filtrantes) soutenue en 
juillet 1881, devant la Faculté des Sciences de Toulouse, par M. J. Brunhes, professeur 
au Lycée et à l’École normale de cette ville. Elle contient, entre autres résultats inté- 


ressants, une vérification approchée (p. 140) de cette formule (51), en tant que celle-ci 
indique, pour les sables homogènes, des valeurs de = (ou des vitesses moyennes de 


filtration à égalité de pente motrice) proportionnelles aux carrés des dimensions homo- 
logues des grains, du moins quand il s’agit de sables à grains de formes moyennement 
pareilles. L'auteur conclut d’ailleurs une telle parité, de l'observation microscopique des 
grains et aussi de l'égalité des rapports m du vide au volume apparent total, dans les 
sables que l’on compare. 

Pour deux variétés à grains un peu arrondis (ou ayant leurs pointes et arêtes 
émoussées), dans lesquelles on avait 2R = 0"", 466 chez l’une et o™™,345 chez l’autre, 
le rapport des vitesses moyennes trouvées (I étant commun) fut 1,782, tandis que le 
carré de celui des diamètres était 1,824, nombre assez voisin, comme on voit. | 
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coup son mouvement) d'utiliser, dans une certaine mesure, pour 
hater son passage, les élargissements intermédiaires ('). 

Dupuit, au Chapitre VIII, concernant justement la filtration, de ses 
Etudes théoriques et pratiques sur le mouvement des eaux dans les 


(1) La Thèse de M. Brunhes me paraît fournir des exemples pouvant confirmer ces 
prévisions, ou de nature à montrer, ce qui revient à peu près au même, que notre 


formule théorique (47) serait susceptible de donner des débits q de filtration, à I, avec 


m _ 97 — 56 V3 pgR? 
mn 20 aed 


approximativement justes, bien plus approchés méme qu'on n'aurait pu le croire. 

Prenons, par exemple, dans le Tableau de la page 135, la première observation concernant 
le sable appelé (4-6), savoir, celui de la note ci-contre (p. 38) où l’on avait 2R = 0"", 466, 
_ pris, ainsi que l’eau qui y filtrait, à la température (réduite) de 20° C. Je suis porté à 
penser, pour une raison donnée plus loin, que cette observation serait, non pas de 
celles que décrit le n° 65 de la Thèse (p. 54) où toute la colonne liquide en mouvement 
est contenue dans un tube unique, mais de celles dont le dispositif est indiqué au n° 64 
(p. 53), c'est-à-dire analogues aux expériences décrites dans les n°* 68 à 70 et figure 6 
(p. 57 à 60 et 78). 

La couche de sable, haute ou épaisse de 0,971 < 59,5 = 57,77, y aurait occupé 
la majeure partie du manchon vertical en verre représenté a la page 52 (fig. 5) et 
dont les sections droites circulaires o, surfaces d’égale charge, étaient de 2°",95 de 
diamètre, ou avaient laire o = (1°, 475)? = 6™*, 835. Ce manchon, fermé a sa base 
inférieure par un grillage maintenant le sable, aurait été raccordé supérieurement (p. 51, 
Sig. 4) avec un tube cylindrique vertical en verre, divisé de bas en haut, par une gra- 
duation, en tronçons de 1°™* de capacité et de o°”,97r de longueur, tout l’appareil étant 
plein d’eau jusqu'aux divisions respectives 97, au commencement des observations, 94, à 
la fin, et se trouvant immergé dans un réservoir d’eau à 20°, dont le niveau fixe atteignait 
la division (ou fraction de division) 55,3. L'écoulement se produisait donc (en 51,45 se- 
condes) sous la charge moyenne 95,5 — 55,3 = 40,2 divisions. 

L'épaisseur de la colonne de sable étant de 59,5 divisions, la pente motrice I était 

» 3 
ainsi ne et, le débit total par seconde, nee » valeur de 7 Jo. Il en résultait donc, en 
59 0 5 5r ; 45 pv 
prenant le centimètre pour unité provisoire, 
me +13 59,5 I 


RE X ——— =0,01263. 
HOT DT Los gs, 7" 


Introduisons le mètre comme unité, en divisant par too? pour évaluer le débit en 
mètres cubes, mais en multipliant par 100? pour avoir sa valeur à travers 1™ et non à 
travers 1°, Nous aurons ainsi pour ce sable, pris à 20° et où 2R = 0,000466, la valeur 
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canaux découverts et à travers les terrains perméables (2° édition; 
Paris, 1863), cite en premier lieu (p. 232) les expériences de Darcy 
sur un sable grossier, surtout peu homogène, où l'observation avait 
donné : d’une part, m = 0,38, ce qui revient sensiblement à la valeur 


a a BS aaa eee 


expérimentale définitive du coefficient cherché, 


m 
— =0,0001263, 
es 


en admettant, bien entendu, que les conditions de l’expérience aient été celles supposées 
ci-dessus. 
D'autre part, l'expression théorique (47) de q revient à poser 


m _ 9756 VS PE pa dt 
Se 20 © 20(97 +5673) © 
ti il reste à faire R = 0,000233 et °® = ABEL ae vu que la formule empirique de 
os ae € 0,0000001336 


Poiseuille exprimant les résultats de ses observations à diverses températures, fournit 
pour l’eau le rapport 1,2966, entre les deux valeurs de < à 10° et à 20°. Il vient alors, 


tous calculs fails, 
‘= 0, 0001358, 
Hs a 
: I Far 
valeur théorique excédant seulement de sa fraction 3 la valeur expérimentale sup- 
? 
posée 0,0001263. 


Si, au lieu de considérer le coefficient = des débits, on caleulait par la formule (51) 


(2R)? 


= I . ss « 
le coefficient — de la vitesse moyenne, sa valeur théorique, qui est dans à 10°, serait 
[. 


encore moins en excès sur la vraie que celle de = parce qu’elle a élé déduite de cette 


dernière en supposant m = 0,3954 dans la division de de par m, tandis que l'observation 


donne des valeurs effectives de m sensiblement moindres, comme, par exemple, d’après 
Darcy et Dupuit (voir ci-après la suite du n° 27), 0,38 pour un gros sable, et bien moins, 
jusqu’à o, 30, pour un sable fin assez tassé. Done, grâce au diviseur trop fort m = 0,3954, 


la valeur théorique dé ; se trouve rapetissée par rapport a celle de 7 et l’on obtiendrait 
évidemment, ici, sa valeur expérimentale exacte 0,000 1263 (calculée dans l'hypothèse 
du n° 64 de la Thèse), si l'on prenait 


mn (0,395 (1 — 73) = 0,3677 ou environ 0,37. 
? 


Fe . ps 25 I ‘ 
Ainsi, pour un sable de grosseur médiocre, la valeur théorique de — devrait se confondre 
M 
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admise ici 0,3954; et, d’autre part, 
g =(0,0003)I, 


= Or, pour définir, quant à la grosseur ou à la finesse des grains, la 
composition de ce sable, Darcy constata que, passé successivement 
à travers trois cribles dont les orifices avaient les diamètres respectifs 


OF Ts pou 10, ann, 
il les traversait dans les proportions suivantes : 


0,08, 0,1d,- 0,13 


rp 


sensiblement avec sa valeur effective. Voilà, peut-être, pourquoi notre formule (51) 
_ paraîtra presque exacte, dans l’application que nous en ferons ci-après à un sable, d’ailleurs 
hétérogène, de Darcy. 

Mais, revenant à notre exemple tiré de la Thèse de M. Brunhes, examinons maintenant 
’hypothése, que nous avions écartée, du dispositif indiqué au n° 63 (p. 54), consistant 
à admettre que le manchon de verre n’y figurait pas et que le sable occupait simplement 


les 59,5 divisions inférieures du tube gradué. Alors la section droite s du cylindre de 
; 10m PS d ve 
sable aurait valu we » Ou se serait réduite à la fraction 


3971 


I 1 
0,971 X 6,835 6,637 


de celle du manchon; et le coefficient = du débit aurait été 6,637 fois plus fort ou aurait 


eu la valeur 
0,0001263 X 6,637 = 0,0008380. 


Or celle-ci est 6,17 fois plus forte que la valeur théorique 0,0001358, alors que les ré- 
sultats des expériences de Darcy, cités ci-après, indiqueraient qu’elle doit lui être tout 
au plus égale. | 

Il semble donc, à première vue, préférable de rejeter, comme nous l’avons fait, cette 
seconde hypothèse. M. Brunhes l’a, il est vrai, adoptée ( n° 144, p. 137). Mais n'est-il pas 
possible qu’il y ait eu quelque confusion dans ses Notes, concernant des observations 
peut-être anciennes déjà au moment où il fit ses calculs ? Car il dit (p. 57 et 10) avoir - 
bien des fois abandonné, pour des occupations plus urgentes, puis repris (et, sans doute, 
après des intervalles parfois longs entre les années 1869 et 1881), tant les expériences 
que les caleuls et la rédaction de son travail. 


Toutefois, comme l’admission, dont il a été parlé an commencement dun” 27 (Cp. 38); 
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dont la somme est les 83 centiémes de la masse totale, et que le 
reste (o, 17) consistait en menu gravier. 

Dans ces conditions, il semble évident que le gravier devait se 
comporter, par rapport au sable qui constituait la matière vraiment 
filtrante, comme un ensemble d'obstacles ou de parois ayant pour 
effet de réduire, des 17 centièmes environ, la section utile du milieu 
ou l'aire des surfaces d’égale charge, les 83 centièmes de celles-ci, 
qui restaient employés pour la filtration, étant alors censés occupés 
par des grains sablonneux d’un diamètre à peu près moyen entre ceux 
des trois variétés de sable (').. 

Admettons, faute de données précises, que chaque variété eüt, 
en moyenne, un diamètre inférieur de o™™,12 à celui des trous 
indiqués, les moins grands qui la laissaient passer; ce qui implique 
aussi, bien entendu, que l’on attribue aux grains la forme sphérique, 


dont ils sont, cependant, assez loin en réalité, du moins individuelle- 


ment, sinon en moyenne. 
Le sable, fictivement ramené ainsi à l’homogénéité, aurait donc eu 


¢. 


d’étranglements successifs dans les tubes de filtration, avec accélérations locales corres- 
pondantes, rendrait explicables de forts débits dans le genre de ceux auxquels conduit 
ici la seconde hypothèse, comme, d’autre part, ainsi qu’on le verra ci-après (n° 28), un 
changement de la disposition des grains revenant à faire croitre de 0,3954 à 0,4764, soit 
environ d’un cinquième, le rapport m du vide au volume apparent total, multiplierait par 
plus de 13 la vitesse moyenne U calculée à notre manière, vitesse qu’on reconnait ainsi 
pouvoir varier dans des limites très larges avec les particularités de structure du milieu 
filtrant, il ne parait nullement inadmissible que les conditions des expériences de M. Brunhes 
aient bien été celles qu’il adopte dans ses caleuls et qui y donnent six fois plus de vitesse 
moyenne que ne sembleraient en indiquer, toutes choses égales d’ailleurs, les observations 
de Darcy. 

é' Concluons en exprimant le vœu qu’un jeune physicien reprenne quelque jour les expé- 
riences de M. Brunhes et réussisse a y lever tous les doutes. 

(1) Un sable entre les grains duquel des eaux troubles en déposeraient un autre beau- 
coup plus fin y obstruant les interstices, devrait évidemment être traité comme l’est ici 
le gravier, c’est-à-dire assimilé à un ensemble de parois ; et le débit ne serait finalement, 
dans le sable plus fin resté seul fltrant, que ce qui correspondrail au diamètre de ses 
grains. Peut-être le sable expérimenté par Darcy offrait-il déjà cette circonstance, non 
seulement pour le petit gravier qui s'y trouvait disséminé, mais encore dans sa partie la 
plus grossière. C'est ce qu'il faudrait penser, si les nouvelles expériences demandées à la 
eee ee el ce que j'y appelle la seconde hypothèse ou faisaient 

10 trop petits les débits (47) (p. 36). 
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le diamètre moyen 


o™™,65 x 58 + omm,98 x 13 +1™™, 88 x 19 
33 == 93" 88. 


Alors la formule (51) ci-dessus donne, pour p, 


820 


> eat CR a eae 


D’ailleurs, m étant 0,38 et, la fraction utilisée des surfaces d’égale 
charge, 0,83, il viendra, comme débit théorique par unité d’aire 
(brute) de la couche sablonneuse, 


38 


7= (0,83) 71 = (0 , 33 = (0,0002979) I, 


ou, à très peu près, la valeur constatée eh ae 


(1) Calcul pratique du coefficient de filtration pour un sable hétérogène. — La 
donnée o™™,12 exprimant ici, dans chacune des trois variélés de sable déterminées par 
leur passage à travers les divers cribles, l'excédent moyen suppose du diamètre des 
orifices du crible correspondant sur celui des grains, a été visiblement choisie de manière 
à faire concorder la théorie avec l’expérience; et cette sorte de donnée, bien que n’ayant 
rien de contradictoire ou d’impossible, est jusqu’à un certain point arbitraire, dépourvue 
même de probabilité, en ce sens que l’excédent moyen en question ne doit pas être 
pareil pour les trois variétés de sable. Il serait donc préférable d'éviter la considération 
d’un tel excédent, purement fictif. Or voici une manière assez plausible de le faire et, en 
même temps, d’asseoir sur la base la plus large possible le calcul pratique du coefficient 
de filtration, dans ce cas d’un sable hétérogène impossible à traiter autrement que par 
analogie, avec appel au sentiment de la continuité. 

Observons que, par unité de pente motrice I, la vitesse moyenne de filtration à travers 


un sable homogène est l'inverse = proportionnel, d’après (51), à (2R)?. Il est, des lors, 


naturel de faire ici, dans l'évaluation de la vitesse moyenne générale U à travers notre 
sable hétérogéne, entrer ou figurer les grains de chaque grosseur, en proportion non seu- 
_ lement de leur abondance, c’est-à-dire de leur poids relatif dans le milieu, mais aussi du 
carré de leur diamétre 2R. Quant au mode de répartition des grains suivant leur grosseur, 
dans chacune des trois variétés, et a la valeur qui en résulte pour le carré moyen du 
diamètre, l'hypothèse la plus simple à adopter sera que ce carré moyen y soit approxi- 
mativement la moyenne arithmétique des carrés des deux diamètres extrêmes propres à 
la variété considérée. 

Si done Ro désigne le rayon des grains les plus petits qui se trouvent (en poids sen- 
sible ou un peu notable) dans le milieu, nous aurons comme carrés moyens approchés 
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_ 

Dupuit prend ensuite (p. 233) un autre exemple, savoir les couches 
de sable fin, et plus homogéne, habituellement employées comme 
NS  — — — ——]_ 
des diamètres chez les trois variétés respectives, en prenant le millimètre pour unité 
dans la mesure de ces diamètres, 

(2Ro)? +0,77? - 0,777-+1,1% 1,17-+ 2? 
—— ————— Oo ——) —Z—— * 


2 2 2 


La formule (51) propre à un sable homogène s’écrira dès lors 


I 
(a) m 820 ? 


et il viendra (en mètres) pour notre sable hétérogène, comme valeur définitive ou 
moyenne générale de la vitesse de filtration par unité de pente motrice, 


1,2 Shel oe ew Eb 1360499 "a Fait 12 1,1%-+ 9? 
= as (283+ 2 )+5 2 + 33 2 
(B) = 55 GE 0,772 X 7I1+1,12 X 25 + 22 x 12 + 232R$) 


I 


= (0,7250 +1,398R3) =(0,0008841)(1 + 1,928 RZ). 


Enfin, le débit q par unité d’aire (brute) d’une surface d’égale charge, calculé comme 
dans le texte, sera 


(y) 4g =(0,83)(0,38)(0,0008841) (1+ 1,928 RZ )I = (0,0002789)(1+1,928R5)1. 


Estimons au sentiment, en raison de sa faible importance, le diamètre minimum 2Ro à 
introduire ici, et qui doit être celui des grains d’un poids assez notable de sable : 
prenons-le égal environ au diamètre ordinaire des grains d’un sable un peu fin, soit la 
moitié du diamètre maximum 0,77 de la première variété, ou 0,4 en nombre rond; ce 
qui y réduit, en volume, les petits grains au huitième seulement des gros. Faisons done 
simplement Ry = 0,2. La formule (y) sera dès lors Was 


q = (0 ,0002789)(1,07712) I = (0, 0003004 )I, 


valeur revenant bien à celle de l’observation, (0 ,0003)I. 

Si Pon négligeait R?, il viendrait, par (y), q = (0,00028)I environ, résultat encore 
approché. 

Le quatrième membre de la formule (8), comparé au second membre de (x), montre 
que le sable hétérogène expérimenté équivaut, pour la vitesse moyenne de filtration, à 
un sable homogène où le diamètre uniforme des grains serait 


(3) 2R = 70,7250 + 1,398R2 = (0,8515)V1+1,928R2 
= (environ)(0,8515)(1+ 0,964 R2), 


ou, en faisant Ry = 0,2, 
2R—=(0,8515)(1,038) = 0,884. 


C’est bien la valeur moyenne o"",88 obtenue dans le texte. 
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filtres, et pour lesquelles il emprunte à l’observation, d’une part, la 
valeur m = 0,30, assez peu supérieure à celle (0,2595) que nous 
avons obtenue (') pour un ensemble de sphères égales le mieux 
tassées possible, d'autre part, des débits par unité d’aire qui le con- 


duisent à poser 


Or, alors, notre formule (51) donne comme diamètre 2R des grains, 
en y prenant pour unité le millimètre, 


820 
aR = 5760 == 0,3773, 
ou environ o™™”,38, valeur qui n’a peut-être rien d’invraisemblable 
quand il s’agit de sable un peu fin (?). 


(1) A la note de la page 35. 

(2) Si cependant ce diamètre paraissait exagéré pour les sables dont il s’agit, il y aurait 
lieu d'observer que les menus grains doivent avoir été, en général, plus soulevés par les eaux 
ou moins roulés sur le sol que les gros et être restés, par conséquent, plus anguleux que 
ceux-ci. Or, certaines expériences relatées dans la Thèse de M. Brunhes, par exemple, à la 
page 135, sur le sable reconnu ainsi anguleux qu’il appelle (8-10) et où l’on avait 2R = 0"",27 
(à en juger par les tamis que traversaient ces grains), tendent à montrer que les débits y 
étaient, comparativernent au sable (4-6) à grains mieux arrondis et où 2R = 0"",466, 
plus forts d’environ un cinquième, à égalité de pente motrice et de diamètre 2R; ce qui 
conduirait, pour obtenir des débits pareils, à réduire ces diamètres d’un dixième à peu près. 

On a vu d’ailleurs, au commencement du n° 27 (p. 38), que nos débits théoriques 
peuvent très bien se trouver inférieurs aux débits réels. Mais n’est-il pas possible aussi que 
des grains plus éloignés de la forme sphérique traversent plus facilement, à volume égal, 
les orifices d’un tamis donné, en présentant à ceux-ci leur section diamétrale minima, et 
soient ainsi notés comme étant d’un volume ou d’une dimension moyenne moindres que les 
vrais ? Alors les débits de filtration pourraient encore y être sensiblement proportionnels 
aux carrés de ces dimensions moyennes, ou aux aires de leur section diamétrale moyenne, — 
tout en décroissant cependant moins vite que leur section diamétrale minima, de plus en 
plus différente (relativement) de la section moyenne à mesure que la forme des grains 
s'éloigne de la figure sphérique. 

Les débits n’y varieraient donc pas dans d’aussi grands rapports que les sections 
minima ou que les carrés des dimensions de celles-ci. 

Il est évident que l’hypothèse de grains non sphériques complique infiniment la ques- 
tion et y introduit une multitude d’inconnues, à moins qu'on ne se borne à des résultats 
moyens pour lesquels on admettra, en gros, une neutralisation mutuelle des écarts indivi- 


duels d’avec la forme sphérique. 
Revenons à la réduction d'un dixième, réelle ou apparente, à effectuer comme il vient 
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98. Reconnaissons, en terminant, combien plus grandes seraient 
les vitesses moyennes obtenues U de filtration, si l’on supposait 
réalisée, dans chaque couche plane de nos grains sphériques normale 
au courant et pour les files continues de grains qui la composent, la 
disposition la plus simple, celle qui y ferait chaque grain tangent à 
quatre autres disposés en croix (et non plus tangent à six), c’est- 
à-dire qui les y alignerait en files suivant deux sens rectangulaires, 
avec espacement uniforme 2R des grains dans chaque sens. 

Alors, le carré CC/C’C"= GR? (fig. 2) ayant pour sommets les 


À 
VE 


A 


> c” 


Cc’ c 


Fig. 2. 


centres de quatre sphéres de la couche, contiendrait les projections 
de quatre quarts de ces sphéres et de celles d’autres couches, plus 
le carré curviligne évidé AA’A”A”, d’aire dès lors égale à (4 — x)R?, 
section vive d’un tube de filtration. 

On réduirait celle-ci, par analogie avec la manière dont on a opéré 
dans le cas de la figure 1 (p. 34) et en compensation de l'alignement fictif 
des creux, au carré rectiligne 4441" compris entre les tangentes respec- 
_tives menées aux milieux B, B’, B’, B” des quatre arcs AA’, A’A’, 


d’être dit sur notre résultat théorique 2R = 0,3773. A elle seule, cette réduction serait 
peut-être insuffisante. Mais il en sera autrement, si elle ne fait qu'en compléter une autre 
tout aussi grande. Or c'est ce qui aura lieu en introduisant dans la question, pour le rap- 
se m des vides au volume apparent total, une détermination très précise, m = 0,370 

ay par M. Brunhes (p. 139 de la thèse) sur son sable (8-10) réellement fin, où 2R était 
0"”,27 seulement. Car, avec m= 0,37 au lieu de 0,3, Dupuit aurait (eu égard aux débits 
constatés des filtres) multiplié par le rapport de 0,37 à 0,3 sa valeur 5760 de H, ou pris 
p= 7104. Et la formule (51) aurait donné alors 2R = 0,3397, valeur que la Ce Se 


d'un dixième, 0 i issé a—di 
» Ou de 0,0340, aurait abaissée à o 3057, c’est-à-dire, sensiblement, à o"" , 3. 
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A’ A”, A” A. La médiane BB” de ce carré valant dès lors C’C” — 2R, 
ou 2R(V2— 1), son aire o serait 4R°(3 — 242) ('); et le débit du 
tube, AKo* ou pee? ça, divisé par 4R? pour le rapporter à l’unité 
d’aire de la surface d’égale charge, donnerait, avec la valeur de 44, 


hk=4(0,035 14) = 0, 1406 environ, 


qui convient au carré, 


(52) q = (0, 1406) (17 — 1273) 2E4 Re. 


Or, ici, dans le cube de hauteur 2R ayant pour base CC’C’C”, le 
rapport, 1 — m, des quatre quarts de sphère qui l’occupent, et qui 


valent en tout 2 rR*, à la capacité totale 8 R°, est : 
c= 0,5236; 


et il vient, par suite, comme rapport, m, de la capacité creuse au 
volume apparent total, 


(53) m—=i—-—=0,4764. 


D'où il résulte, en divisant (52) par m, comme vitesse moyenne 
correspondante, U, du courant de filtration, 


(54) Do ave cee 
T € 
eG 


(1) Ou la fraction 


= 0,7976, ou environ 4 


de la section vive totale AA’A”A”. La réduction relative, d’environ un cinquième, 
qu’éprouye la section droite du tube de filtration par le fait de la substitution, au carré 
curviligne AA’A”’ A", du carré rectiligne inscrit, est donc un peu plus faible que la réduc- 


=, du cas (n° 25, p. 36) où ces figures étaient des triangles 
4,521 5 
; à 


tion analogue précédente, 


équilatéraux. 
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2 ET ‘ 
Quant à la constante de Dupuit y, inverse du quotient +: elle serait, 


UE = 
en multipliant haut et bas par 17 + 12 V2, 


3 I EL TRIO 
(55) b= set SJUr+nV) me pare 


c’est-à-dire pas même le treizième de celle, (50) (p- 37), que nous a 
donnée I’ hypothése moins simple, mais bien plus voisine de la réalité, 
de couches ausst compactes que possible, dans chacune desquelles toute 
sphère en touche latéralement six autres et non pas seulement quatre. 

Vu la proportionnalité des vitesses moyennes, dans les tubes, à 
l'aire o des sections vives, il était naturel qu’un groupement beaucoup 
plus lâche des grains de sable produisit des courants de filtration bien _ 
moins lents. On voit abi la vitesse moyenne U de ces courants se 
ee 


trouve multipliée par = = 13,33. Le débit ¢ l’est, en outre, par 


le rapport des deux ae respectives, 0,4764, 0,3954, de m: il 
devient ainsi 16,06 fois plus grand ('). 


(1) Le présent Mémoire a été résumé dans six Notes insérées aux Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences de Paris (t. 158, 15 et 22 juin 1914, p. 1743 
et 1846; t. 159, 3 et 10 août, 28 septembre et 5 octobre 1914, p. 349, 390, 519 et 534). 


SUR 


LA FONCTION DE GREEN 


POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE () 


Par M. Gerorces LERY. 


CHAPITRE I. 


PROPRIETES DES IMAGES. 


I. — Propriétés élémentaires. 


1. Considérons une courbe algébrique C, dont l’équation carté- 
sienne, les axes étant rectangulaires, est 


He, 7) — 0; 


nous supposerons, dans tout ce qui suit, que les coefficients du poly- 
nome F sont réels ; pour abréger, la courbe C sera dite réelle. 

Avec les coordonnées isotropes 3 = x +1y, 3 = x —ry, l'équation 
devient 


: (oes 3— 3 
(1) F( rr =a) =0. 


2 


(1) Le Mémoire qu’on va lire m’avait été remis, il y a quelque temps, par M. Georges 
Lery qui désirait le présenter comme Thése pour le doctorat. Le distingué professeur du 
Lycée Carnot, avant de faire une rédaction définitive, avait l'intention de compléter quel- 
ques points de son travail. Mais, comme tant d'autres élèves de l'Ecole Normale, il a été 
enlevé aux siens et à la science dans la guerre actuelle ; il a trouvé une mort glorieuse le ro 
septembre 1914 dans la bataille de la Marne. C’est pour moi un pieux devoir de publier dans 
nos Annales le travail de ce jeune savant, quoiqu'il n’ait pu y mettre la dernière main. 
M. Lery avait d’ailleurs présenté à l’Académie des Sciences plusieurs Notes d’une grande 


Ann, Ec, Norm., (3), XXXII, — FÉVRIER 1915. 7 


5o GEORGES LERY. 
Les coefficients du polynome f sont en général complexes ; je dési- 
gnérai par f’ le polynome obtenu en changeant chaque coefficient en 
son imaginaire conjugué. 

Une valeur =, de la coordonnée = définit un point M,, dont les coor- 
données cartésiennes sont données par l'égalité 


Lo + LV) = 3p. 
L’équation en =’, 
f (89, 5°) = Os 
a un certain nombre de racines; a l’une d’elles, =,, correspond un 
point M, dont les coordonnées cartésiennes sont données par l'égalité 


LE LVE— Bhs 
Les points M, sont les images de M, par rapport a C. | 
Si M, est image de M,, inversement M, est image de M,; en effet, 


on a par hypothèse 
; ‘Bot 3, 30— 5; 
Flo 31) == dre ae) ses 0; 


2 at 


élégance, qui sont développées dans les premiers Chapitres du Mémoire actuel; il avait 
aussi fait paraitre quelques articles dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. On 
trouvera ci-dessous la liste compléte de ces diverses publications. 

Emile Prcarp. 


Travaux DE M. GEORGES LERY 
(Ancien élève de l’École Normale supérieure, professeur au Lycée Carnot). 


Nouvelles Annales de Mathématiques (4° série). 


Tome II (1902). — Sur les mouvements pour lesquels il existe plusieurs centres des aires. 
Tome IV (1904). — Sur les complexes en involution et sur la surface de Kummer. 

Tome V (1905). — Sur les trajectoires orthogonales d’une file de cercles. 

Tome V (1905). — Nouvelle démonstration du théorème de d’Alembert. 

Tome VIII (1908). — Sur l'équilibre du corps solide. 


Comptes rendus de l'Académie des Sciences. 


Tome 442 (1 semestre 1906, p. 951-953). — Sur l'équation de Laplace à deux variables. 
Même Tome (p. 1406-1407). — Suite du même sujet. 


. Tome 152 (1° semestre 1911, p. 843-844), — Sur la fonction de Green pour un contour 
algébrique. . 
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changeons zen — t; f(Zo, 2,) devient /’(z,, z,): : 


2 21 


= f' (51,2, )—=0. 


2! bee Du ore 
MODES =) 


Ainsi la relation entre M, et M, est symétrique, ce qui n’aurait pas 
lieu si les coefficients de F n'étaient pas réels. 

Pour qu'un point M, coincide avec l’une de ses images M,, il faut 
qu'on ait 


3, étant l'imaginaire conjuguée de z,; donc 


F (20; 6) = 09, 


le point M, est sur la courbe C. 


2. Une droite isotrope issue de M, rencontre la courbe C en des 
points P:, ..., P;,...; la seconde isotrope passant par chacun de ces 
points contient un point réel, qui est une image de M,. En s’aidant de 
cette remarque, on démontre sans peine les propriétés suivantes : 

1° Pour que deux images du point M, soient confondues, il faut 
que M, soit foyer ou point multiple de la courbe C. Si M, tourne autour 
d’un foyer, deux des images s’échangent entre elles; ilen est deméme 
autour d’un point de rebroussement, mais dans ce cas les deux images 
sont infiniment voisines du rebroussement en même temps que M). 

2° Lorsque M, est infiniment voisin d’un point simple A de la 
courbe C, une image est, au second ordre près, symétrique de M, par 
rapport à la tangente en A. Si A est un point double à tangentes réelles 
et distinctes, deux des images de M, sont symétriques de ce point par 
rapport aux tangentes en A. | 

3° Si le polynome f(z, 2’) est du degré 7 par rapport aux deux 
variables et possède les termes en 2” et 2”, le point à l'infini du plan 
complexe a ses 2 images à l'infini; sile degré de f par rapport à =’ 

est n’< n, un point quelconque du plan a 7’ images; le point à l'infini 
a des images à distance finie, en nombre n — 7’ an plus; ce sont les 
foyers singuliers de la courbe C, qui est alors circulaire. 
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3. L’équation (1) définit s’ comme une fonction algébrique de =, 
= 0'(s); 


inversement, z est une fonction C(s’), imaginaire conjuguée de la pré- 
cédente. | 

Les poles de (/(z) sont les points ayant une image à l'infini, c’est-à- 
dire les images du point à l’infini. Les points critiques ont deux images © 
au moins qui s’échangent, ce sont les foyers, les points de rebrousse- 
ment, et plus généralement les points multiples dont les tangentes ne 
sont pas toutes distinctes. 

Supposons par exemple que C soit le cercle ayant pour équation 


33! — R?—; 


un point za une seule image, l’image du centre est à l'infini; les seuls 
points confondus avec leur image sont les points de C. Si = décrit la 
région A intérieure au cercle, 2’ reste à l'extérieur, car 3’ ne peut 
pénétrer dans A qu’en traversant C, et alors s traverse C au même 
point et sort de A. 


II. — Images successives d'un point. 


4. Soit M l’une des images de M; M’ représente dans le plan com- 
plexe une des déterminations de la fonction ¢(s). 

Donnons à M une position initiale My, et soit M, la position de M’; 
on peut faire décrire à M un chemin L, allant de M, en M,, de manière 
que M’ ne revienne pas en M,; M’ décrira un chemin L,, allant de M, 
à un point M,, image de M,. Si M décrit L,, M’ décrira un chemin L, 
allant de M, à l’une de ses images M,; et ainsi de suite. On définit de 
cette façon une suite de points, M,, M,, My, ..., dont chacun est image 
du suivant; cette suite est bien déterminée si aucun des chemins L 
L,, ... ne passe par un point critique de ¢(z). 


0 


». Prenons comme exemple une ellipse E, rapportée à ses axes; les. 
coordonnées d’un de ses points s’écrivent 


3 —aCost+ibsint, 3'= a Cost — ibsint; 
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ces expressions satisfont, quel que soit #, à l'équation de la courbe. 
Lorsque ¢ est réel, z et 2’ sont des imaginaires conjuguées, les points 
correspondants sont confondus en un point de l’ellipse ; lorsque ¢ est 
complexe, les points s et z’ sont images par rapport à E. 

Posons pour abréger 


ac Cosrd, b= icsinia, 


de sorte que l’on a 


z=ccos(t+éa),  s’=ccos(t—ia); 


s étant donné, la première de ces équations fournit deux valeurs de 4, 
à des multiples près de 27; en portant ces valeurs dans la seconde 
équation, on a les deux points z’ images de 3. Je mets en évidence les 
parties réelle et imaginaire de # en posant 


Dir tA— ia. 
D'où le point z et ses images successives 


2— Coos(p th) 


C —=ccos(p+iÀ+aia), É_1 = ccos(u + iA — 20a), 
C, = CcCos(m—iÀ — 4ia), $2 = CCOS(u — iÀ + dia), 
n = cCcos(p— etd — 2EnIa), €_»=ccos(p—ecih+ 2EnIa), 
e—(—1)". 


Ainsi le point z est l’origine de deux suites, C,, &, ... et C1, GC, .... 

Toutes ces images successives sont sur une même branche H d’hy- 
perbole, homofocale à E et passant par s; la droite qui joint deux 
images consécutives est parallèle à la tangente à hyperbole H en l’un 
des points où elle rencontre E. Il suffit de faire la figure pour voir que, 
si z est intérieur à E, toutes ses images sont extérieures et s’éloignent 
à l'infini; d’ailleurs, pour n très grand, €, et ¢_, sont comparables 
à e?rlal. 


6, Un caleul analogue montre que les images d’un point z par 
rapport à une hyperbole sont distribuées sur l’ellipse homofocale qui 
passe par z; elles sont en nombre fini si l'angle des asymptotes est 
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commensurable avec +, sinon, il y en a une infinité, et l’on en trouve 
sur tout arc, si petit qu'il soit, de l’ellipse. 

On voit par ces exemples que les images successives peuvent pré- 
senter des dispositions diverses suivant la courbe C considérée. Cher- 
chons si une suite d'images peut tendre vers un point A à distance 
finie. 

En prenant » suffisamment grand, les images M,_,, M,, M, sont 
aussi voisines que l’on veut de A; M, est aussi voisin que l’on veut de 
deux de ses images. Donc A est point mültiple de la courbe C; suppo- 
sons le point double. En transportant en A l’origine des coordonnées 
et en donnant aux axes une direction convenable, l'équation de la 
courbe devient | 
: a—2psz'+s/%?+...=0, 

p étant réel et les termes non écrits étant du troisième degré au moins; 
partons d’un point z trés voisin de A et voyons si ses images succes- 
sives tendent vers A. Ona | | 


CCE. 
Premier cas. — Le point double est isolé : p? > 1 ; je pose 


=e Cho (a>0), 


de sorte que l’on a 
RE Or Sess 


, 


OU Cy ere eee 


ee eee 
La suite d images correspondant au facteur e"* (n > 0) s’éloigne de A, 
celle qui correspond à e~”* tend vers A. 


Deuxième cas. — Les tangentes en A sont réelles : p? 1; je pose 
Fe P=Cosa, 
SRE Re à 
Ga OÙ Ent se. 


Ainsi G, ne tend pas vers A en général. 


.… Troisième cas. — On a p? =1, le point A est un rebroussement. La 
ea aS pa be 
fonction ¢(s) n’est plus holomorphe; ce cas de l’itération n’a pas été 
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étudié comme les précédents et il est probable qu’on ne peut donner 
de propriété générale. On trouve dans certains cas que les images 
successives tendent vers À, mais arrivent en À suivant une direction 
indépendante du point initial z. 

En résumé, si l'on se borne aux cas précédents, on voit qu’un 
point A vers lequel tend une suite d'images successives est un point 
double isolé, ou un point de rebroussement, ou bien le point à l'infini, 
A ce point de vue, on peut considérer le point à l'infini dans le plan 
d’une ellipse comme un point double isolé de la courbe, puisqu'il est 
confondu avec ses deux images; d’ailleurs la courbe transformée de 
lellipse par inversion a un point double isolé vers lequel tendent les 
images successives. De même, pour une hyperbole, le point à l'infini 
est point double à tangentes réelles et n’est pas limite pour les images 
successives. 


III. — Régions successives. 


7. Je considère une aire A simplement connexe, dont le contour C 
appartient à une courbe algébrique et ne présente pas de point sin- 
gulier ; A peut contenir le point à l'infini. Un point z situé sur C est 
confondu avec une de ses images, C'; lorsque z quitte C et vient dans A, 
¢’ va à l’extérieur de A, tout au moins quand = reste voisin de C. 

S'il n’y a dans A aucun point critique de (’(z), le point ©’ est bien 
déterminé quel que soit z dans A; il parcourt une région A,, contigué 
a A le long de C, mais qui peut revenir sur A; nous verrons que A 
et A, recouvrent le plan une ou plusieurs fois. © 

Par exemple, si A est la partie du plan extérieure à une ellipse, la 
construction géométrique des images (n° 5) montre que A, recouvre 
deux fois l’intérieur de l’ellipse et une fois l’extérieur, de sorte que A 
et A, recouvrent deux fois le plan. | 

S’il y a dans A des points critiques de ¢’(z), je considère les diffé- 
rentes déterminations de cette fonction qui s’échangent avec celle qui 
prend sur C la valeur de =’; elles définissent plusieurs images de s qui 
parcourent une région A, lorsque z décrit A; A, est contigué à A le 
long de C, mais a un double bord C,, qui est le lieu, lorsque z décrit C, 
des images considérées de = (sauf une, qui décrit C). Quand 3 tra- 
verse C et entre dans A,, cette dernière image entre dans A; les autres 
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franchissent C, et entrent dans une région A,. On définit de mème des 
régions successives A;, A,, .-- | 
Supposons, par exemple, que À soit la partie du plan intérieure à 
une ellipse E; sa deux images qui s’échangent autour des foyers; 
lorsque s est sur E, l’une est confondue avec z, l’autre est sur une 
ellipse homofocale E, ; la région A, est l’anneau compris entre E et E,. 
. : de oF 
Les régions A,, A;, ... sont des anneaux analogues qui s étendent a 
l'infini et recouvrent le plan une fois. 


8. Lorsque le contour C est formé de plusieurs arcs d’une même 
courbe algébrique, se rejoignant en des points singuliers, 1l faut consi- 
dérer les différentes déterminations de ¢’(s) qui prennent sur C la 
valeur z’, et les déterminations qui se déduisent des précédentes 
lorsque z tourne autour des points critiques situés dans A. Toutes les 
images correspondantes servent à définir A,, puis Ay, .... 

Ainsi, relativement a la lemniscate ayant pour équation 


f(s, 3) = (=e) (e220) 20, 


un point z a deux images, Cet C, symétriques par rapport à l’origine. 


Les z des foyers sont déterminés par le système 


on trouve ainsi z = +c. Soit A la partie du plan extérieure aux deux 
boucles; cherchons quelle est la région A,. Si z décrit la boucle de 
droite, © par exemple est confondu avec 3, ¢ décrit la boucle de 
gauche; on en conclut que A, se compose de l’intérieur des deux. 
boucles. Si z vient dans A,, par exemple entre dans la boucle de droite, 
Cet ¢, viennent dans A. Ainsi A, se confond avec A, il y a un nombre 
limité de régions successives. 

Il en est de même lorsque A est la région comprise entre les deux 
branches d'une hyperbole dont l’angle des asymptotes est commensu- 
rable avec x; si cette dernière condition n’est pas remplie, il y a une 


infinité de régions successives qui recouvrent le plan une infinité de 
fois. 
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a. 

9. Enfin, si l’aire A est multiplement connexe, il faudra considérer 
toutes les déterminations ¢’(z) qui prennent la valeur z' lorsque z vient 
: ur van, 
sur l’un des bords; elles serviront à définir A,, Ay, .... Ainsi, en 


prenant pour A la région extérieure aux deux ovales d’une courbe de 
Cassini 


ae eC Nie a n(a<c) 
on voit que A, se compose de l’intérieur des ovales, que A, se confond 
avec A. 


On étend sans peine les considérations précédentes au cas où l’aire A 
est limitée par des courbes algébriques différentes. 


CHAPITRE II. 


PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN. 


I. — La fonction g(z). 


1. Étant donnée une aire A, limitée par un contour analytique C, 
soit G la fonction de Green, nulle sur C, harmonique dans A, sauf en 
un point 77, (Zo, 2, ), où elle est infinie comme AU Tr = = 

: — OD a = <p 
On peut poser 
2G = g(z) + g'(2'); 


les fonctions g(z) et g’(z’) sont imaginaires conjuguées; elles sont 


analytiques dans A, sauf en m,, où elles sont infinies respectivement 
I 


I . : 
comme log et log =—; leurs parties réelles sont nulles sur C. 
Eten 0 


5 — Bo 
La fonction g(z) est déterminée à une constante près 7A, purement 
imaginaire. à 

Si A est simplement connexe, e*) est uniforme et analytique dans A, 


©. La formule 


sauf en m, où elle est infinie comme 


Gi 20 


Z —— e—6 (2) 
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établit la représentation conforme de A sur un cercle de rayon un, 


P d . 
dont le centre correspond à m,. La fonction = est uniforme et analy- 


—] 


. . , , 
tique, sauf en m, où elle est infinie comme — ; elle n’a pas de zéro 


= 


: ; : al : : ’ 
à l’intérieur de A, sinon Te s’annulerait aussi. Elle a des zéros sur le 


contour, aux points où se rejoignent deux courbes analytiques dis- 


tinctes faisant partie de C. 
Si A est multiplement connexe, g(z) augmente de quantités cons- 
tantes ca, ca, … quand z décrit chacun des bords; en choisissant 


convenablement les sens de parcours, on a 

O,+ Ag+... 2T. 
On voit que les quantités « ne sont pas toutes nulles, e£ n’est pas uni- 
forme dans A. Mais ae est uniforme et analytique, avec le pôle z, et 
p zeros, si l’ordre de connexion de A est p. | 


Lorsque A contient le point à l'infini, on sait que G reste finie en 
ce point; done g(z) est de la forme 


LA b c 
g(s)S=a+eo+4t..., 


lorsque |z| est infiniment grand, et = est nulle comme 


5 
22 
~ 


IT. — Prolongement analytique. 


2. Considérons deux fonctions imaginaires conjuguées, 
3=f(t), a= f'(t), 
analytiques dans un cercle y défini par l’inégalité 
LIÉE 
Lorsque ¢ varie en restant réel, = ets’ sont les deux coordonnées d’un 
point qui décrit un arc d’une courbe analytique C. Lorsque ¢ est com- 


plexe, = et s’ne sont plus imaginaires conjuguées, mais définissent 
deux points m et m,, images l’un de l’autre par rapport à C. Si «décrit . 
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la moitié supérieure de y, m décrit une région « et m, une région «,, 
séparées l’une de l’autre par un are de C. 
Ces propriétés bien connues étant rappelées, je considère une fonc- 
tion 
a= O(2') 


analytique dans «, et sur C; si s’ décrit C, le point x’, figuré dans le 
plan complexe, parcourt une courbe analytique [; si 2’ décrit «,, 
x’ décrit une région attenante aT. 

Soient ¢ l’image de z’ par rapport à C, € l’image de x’ parrapport aT; 
E est une fonction de € 


E=¢(%), 


analytique dans l’aire « ou dans une portion de cette aire; (€) est le 
prolongement analytique de +’ (z) au delà de C, car ces deux fonctions 
prennent une même valeur en chaque point de C, ainsi que leurs 
dérivées. 

On peut écrire 


EE [5 (EN). 


3. Il est possible d’étendre le domaine « où 9’(z) est prolongée, 
pourvu que z’ reste fonction analytique de € et que & reste fonction 
analytique des valeurs 2’ que prend 9(z’). 

En particulier, si les courbes C et I sont algébriques, on n’est arrêté 
dans l'extension de « que si «, vient à contenir un foyer de C ou si 
l’une des valeurs +’ donne un foyer de I’, en entendant ici par foyer 
tout point critique des images. 


4. Appliquons ces remarques à la fonction « = g(z), dont la partie 
réelle est nulle sur G la courbe T est l’axe imaginaire, qui a pour 
équation 
ba’ = 0% 
ainsi | 


LTÉE 
Done, au point € image de z par rapport aC, ona 


( gCE) =—8' Is (O1, 


(1) ete) = gl: (EN 
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En dérivant les équations précédentes, on obtient 


dg(t) __ de) de! 
i Dee a! aes 

dg'(tl) __ dg(z) da! 
a dz dG 


La fonction de Green, G(s, 3’) satisfait par suite à la condition 
G(t)= <Le(t) +e] 


=— *[g'(2') + 8(4)] 
=— U(3, 3’). 


5. Au voisinage du point z, où g(z) est infini, on a 


i 


g(%) = log +...) 


3 — &o 
la partie non écrite étant une fonction analytique; soit z, une image 
de-z,; l’équation 
3! (€) — 3— 0 


admet la racine ¢= z,, que je suppose simple; au voisinage de 3,, 
on à 
| 8(S) =— g"(2') 


I 
ao VOR een +... 
“0 
I 
C—4, 


=— log 


re. 


Ainsi, 3, est aussi un infini logarithmique de la fonction g prolongée. 
A d, ee 
Pour ef, z, est un zéro; pour Je! un pôle simple. 
Si le point 3, est à l'infini, on trouve de même les développements 


8(6)=— loge +..., 
ME +..., | 
TE | 
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Enfin, si le domaine A contient le point à l'infini et si g(z) est ana- 
lytique en ce point, on a, si (z) est infiniment grand, 


b Con 
g(s)=a+-+ se: 
en une image du point à l'infini, g(C) est analytique. 


6. Soit l’aire A simplement connexe, dans laquelle on étudie g(z); 


nous avons défini l’aire A,, image de A par rapport à son contour C; 
en un point m, de A,, image du point M de A, on peut calculer g(z) 
par l'équation (I). Ainsi g(z) est définie dans A,, en particulier uni- 
forme si le point m, est l’image d’un seul point m de A; g(z) est 
infinie aux images de my. 


De A, on passera à Ag, et ainsi de suite. Si le plan est recouvert une 
à ae : dg . 
seule fois par les régions successives, e® et =? sont uniformes; on 


connaît les pôles et les zéros de la première, les pôles de la seconde; 
ces points sont les images successives de z). On saura donc former ces 


fonctions. Si le plan est recouvert # fois, les fonctions e et ont 


& déterminations. 
Si l'aire A est multiplement connexe, g(z) présente des périodes 
comme une intégrale abélienne; e& n’est plus uniforme dans le plan, 


eo) La 
mais = l’est encore si les régions successives couvrent le plan une 


seule fois. be 
On sera donc renseigné sur la nature et les singularités de ces fonc- 
tions si l’on a étudié les régions successives. 


7. Passons d’un point z de A à l’image (,, située dans A,, puis à 
l’image €, dans A, ; nous avons 


g(R)=g(z) effets), 
dg (tr) __ dg(s) ds, 
a, = = daw dl 
; : : d, 
On voit une analogie entre ef et les fonctions fuchsiennes, entre aA 
et les fonctions 0 fuchsiennes de degré un. Effectivement, si le bord 


de A est formé de cercles, la relation algébrique entre ¢, et z devient 
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une substitution linéaire, et si les régions successives couvrent le 
plan, ou une partie du plan, une seule fois, les fonctions considérées 
sont fuchsiennes ou kleinéennes. 

- Les fonctions g(z) fournissent donc des exemples de fonctions qui 
restent inaltérées quand z subit certaines transformations algébriques, 
déterminées par la courbe qui limite A. 


III. — Les images sur une surface de Riemann. 


8. Avant d’appliquer les résultats précédents à la recherche de g(s), 
il est utile de transporter le problème sur la surface de Riemann È 
attachée à la courbe C, en supposant le bord de A formé d’une seule 
courbe algébrique. | 

Si à chaque valeur de z correspondent # valeurs de ©”, = est com- 
posée de feuillets ; les points de ramification sont les foyers et les 
points de rebroussement de C; les feuillets se raccordent le long de 
lignes qui joignent deux à deux ces points de ramification. Un point = 
du plan est la projection de & points de la surface; soient m l’un d’eux 
et € l’image correspondante; le point ¢ est la projection de # points de 
la surface; l’un d’eux, p, a pour image le point s; je dirai que met w 
sont associés sur Z; sim vient en 4, pe vient en m. 

Lorsque m et p. sont confondus sur &, leurs projections sur le plan 
sont confondues en un point situé sur la courbe C. Inversement, si un 
point z est sur C, c’est-à-dire est confondu avec une image ©, les 
points m et 4 correspondants coincident sur Z; en effet, ils ont même 
projection sur Z; s’ils étaient sur deux feuillets différents, le point z 
aurait deux images confondues avec lui, suivant qu’on le regarde 
comme projection de m ou de yu, et serait un point double de C. Donc, 
tout point simple de C est la projection de deux points m et x con- 
fondus, ce qui s’étend par continuité aux points multiples à tangentes 
réelles. On démontre facilement qu’un point double isolé est la projec- 
tion de points m et u situés sur des feuillets différents. 

Tout arc de C est la projection d’un arc de courbe tracé sur Z; on 
peut regarder la courbe C comme dessinée sur ¥; elle est formée 
d’ovales, qui sont fermés et ne se coupent pas mutuellement, puis- 
qu'il n’y a pas de point double sur une surface de Riemann. 


\ 
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9. Supposons qu’il existe sur Z une région B, d’un seul tenant, dont 
le bord se compose d’un ou plusieurs des ovales qui forment C; je 
considère une fonction g(z, ¢’), régulière en chaque point de B, sauf 
au point analytique m,(s = 34, € = z,), où elle est infinie comme 
I 


log » et dont la partie réelle est nulle sur le bord de B; j’admets 


ae, 
pour le moment que cette fonction existe. On peut la prolonger au 
delà du bord de B et déduire sa valeur au point u de celle qu’elle prend 
au point mm. 

Quand mdécrit B, x. décrit une région B,; vu ne peut entrer dans B 
sans traverser le bord; alors msort de B au même point et entre dans B,. 
Donc, B et B, couvrent toute la surface une seule fois. 

Par suite, la fonction g a une valeur en tout point de X, à des 
périodes prés; elle posséde deux infinis logarithmiques 


i, 2) BS, ae 


Yo & — 2, cies 


c’est une intégrale de troisième espèce, dont l’expression est 


3, "Ol, €!) dz 
EN ae a 
A(s, 6) 5e 


en représentant par 


~ 


& 3 I 
AS, 2 at) oo 4, oF |. =0 
a PR 
l’équation de la droite m,p.., et par 
Q(s,4')=0 


l'équation d’une courbe adjointe qui passe par les points communs à 
la courbe C et à la droite A, à l'exception de m, et po. 
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CHAPITRE III. 


APPLICATIONS. 
I. — Cas élémentaires. 
1. Cercle. — A la région A intérieure au cercle correspond par 


image la région extérieure A, ; donc la fonction e est uniforme dans 
le plan. Elle a un pôle z, et un zéro z,, image de z, ; elle est régulière 
à l’infini comme elle l’est au centre du cercle; c’est donc une fonction 
rationnelle, connue à un facteur constant près : 


LEE IT 
2 — Bo 


ef = K 


On peut choisir arbitrairement un point du cercle ot g s’annule, 
‘soit P(s =a); ona 


eos a — By See 


Beg — aR 


Soient M, M, et M, les points dont les premiéres coordonnées sont 
Z, 3, et 3,; nous avons 


G= > le(s)+ 8/1 - 


MM,.PM, 


ae 108 M. PM, ‘ 


En particulier, si le cercle a pour centre l’origine et pour rayon 
l'unité, on peut prendre a =1 et l’on a s,s, — 1; on en conclut 


! 
Fa S — 
“9° I 


Demi-cercle. — Soit l'aire A limitée par un cercle C et un diamètre D 
de ce cercle. Les régions successives, obtenues par réflexion sur C 
et D, couvrent le plan une seule fois; done e est uniforme dans le 
plan; cette fonction a un pôle s,, deux zéros qui sont les images 3, 
et s, de z, par rapport aC et D, et enfin un pole s,, image de s, par 


- 
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rapport à D et de z, par rapport à C. On a donc 


On détermine # pour que g s’annule en un point du contour. 
La même méthode s'applique à un secteur circulaire dont l’angle 
est sous-multiple de 27. 


2. Aire comprise entre deux droites parallèles. — L’aire A est com- 
prise entre les droites D, et D, représentées par les équations 


ZE =O: GE 21— 9. 


L’aire A, estobtenue par réflexion sur D,, l'aire A, par réflexion sur D, ; 
on peut passer de A, à A, par la translation 2/. Donc e&. est uniforme 
dans le plan et admet la période 2/; en outre, cette fonction tend vers 


\ 


zéro lorsque = s’éloigne à l'infini dans A; c’est donc une fonction 
ims 


rationnelle dee’ : 

à Ii 
e Z 
iTS T3? 
EME 


é 


ee — Kk 


on désigne par z, et z, le pôle situé dans A et le zéro situé dans À, ; ils 
sont images l’un de l’autre par rapport à D, : 


By + 5=0; 
enfin # est une constante que l’on détermine en écrivant que g s’an- 


nule en un point du bord de A, par exemple à l’origine. On obtient 
ainsi 


ÎTZ, ims __iT 2% 
DSC SOS 
eë à = 
iT 36 iTS iT Zo 
Tem os CRE er ¢ 


Rectangle. — L’aire A est un rectangle, limité par les droites 


Oe 2 to emo FAY 2 sal 


Asi 2 — 2! 0; Mas == Sint: 


On voit, comme dans l’exemple précédent, que e8 admet les périodes 2/ 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Mars 1915. 9 


: 
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et 27m: il suffit de considérer cette fonction dans un rectangle dont 
A est un quart et qui a pour centre l’origine ; ef y est méromorphe ; elle 


admet un pôle z,, deux zéros z, et , = — %,, Images de =, par rapport 
à A, et A,, et enfin un pôle 3, = —2,, image de z, par rapport à A, et 
de z, par rapport à A,. On a done 
es — k PS— P41 
ps — P 2% 


p étant la fonction de Weierstrass construite sur les périodes 2/ 
et 27m, et # une constante, qu’on peut prendre égale à un, si l’on veut 
que g s’annule à l’origine. Comme s, est image de 3, par rapport à A,, 
ona 


! 


- 


4, — Soe 
La représentation conforme de A sur un cercle est donnée par la 
formule 


Z = e~8(2), 


le centre du cercle correspondant au point z,. 


II. — Aire dans laquelle ¢ est uniforme. 


3. Je suppose que le contour de l'aire A appartient à une seule 


courbe algébrique C et ne présente pas de point singulier, et que C(z') 
est uniformé dans A. Alors A est la projection sur le plan d’une aire B 
située sur un seul feuillet de la surface de Riemann ZX; la fonction g 
est la méme pour A et B, c’est une intégrale abélienne. . 
Si l'aire A est simplement connexe, elle a un seul bord, le long duquel 
g acquiert la période 277; e$ est uniforme dans B et par suite sur toute 
la surface Z ; elle n’a qu’un pôle z, et un zéro z,; c’est une fonction 
rationnelle; comme elle n’a qu’un pôle, lequel est arbitraire, la 
courbe C est unicursale. . 
Soit ¢ le paramètre dont s et C’ sont des fonctions rationnelles; on 
peut supposer que £ est réel sur la courbe, c’est-à-dire quand z et @ 
sont des imaginaires conjuguées. Appelons 4, et ¢, les valeurs de ¢ qui 
donnent les égalités | yO | 
B( ty) = 3m Sit exers 
ste ta) 


© 
ST 
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t, et ¢, sont imaginaires conjuguées; et l’on a 
t = t; 
t a lo 


er Kk ; 


d’où la fonction de Green 
(¢—t,)(t’— &) 
G=l kk! — 
CRETE Ai) 


On détermine la constante £en écrivant que G est nulle sur la courbe C, 


c'est-à-dire lorsque ¢ est réel : 
kk = vs 
on peut prendre # = 1. 
4. Extérieur de lellipse. — L’ellipse ayant pour équation 
x? y? 


= 120 
a? à: : 


on a les expressions de = et © 
> Gerri Sey. 


__ 2at + tb(1— #) f! 
PME Ege ANS Ch) i+? : 
on tire de ces égalités 
| Be Tibet) 
Mate Ce) 
ib(3)+ 2) FR ar ee) 
1 


sit a(Z,— 2,-+ 210) Data, 4210) 


La fonction e$ a pour valeur 
pon ASE C') (41 20 +260) — (41+ 2) (2 — 6 +aib) 
ae (3+ 6!) (4) — 3, + 21b) — (9+ 24) (4 — 0 + aid) 


La formule 
4 d Z — e-8 (2) 


fait correspondre à l’aire A un cercle, dont le centre est homologue 
de z,. En particulier, si z, est à l’infini, on a 


TER t;=—4, 
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d’où l’on tire 


+b. 
er > + i(a—b)Z; 


remplaçons ë(a — b)Z par Z,; nous retrouvons la formule connue 
c? 
& = Z: +>. 
1 
5. Une cubique à point double isolé, non circulaire, a deux foyers ; 
elle divise le plan en deux régions; si l’une d’elles contient les foyers, 
on sait former e* pour l’autre. Il en est ainsi pour la cubique 


I 
ETC ent 2. (a> 0), 
relativement à la région qui ne contient pas l’origine. De mème pour 
l'intérieur d’un ae de Pascal à point double isolé, parce que la 
courbe a un seul foyer, qui est à l’extérieur. 


Epicycloides. — Si un cercle y roule extérieurement sur un cercle 
fixe y,, un point entrainé par y décrit une épicycloide C, qui est algé- 
brique et unicursale, lorsque le rapport des rayons est un nombre 
entier ou fractionnaire. Si le point mobile est intérieur à y, les points 
doubles de C sont isolés; démontrons que les foyers sont situés à 
l'extérieur de C. 

En appelant R et R’ les rayons de y, et de y, a la distance du point 
considéré au centre de y, les en tel de ce point ont pour expres- 


sions 
.R+R' 


z =(R+R')eir+ ae À js 
_;R+R, 
3'=(R+R')e-iîtae K *, 


Les foyers sont les points s qui satisfont à la condition 


ou 


R+R' ar aah ay 
FR re 


(R+ RB')e?+a 
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On trouve ainsi 
- .R' R' 
=— I los == h j 
© z| gz t(ah+nni|, 


R’\® Eat 
s=R(= aren ue 


a 


A étant un entier sabot Or, sur le rayon vecteur défini par 
l'angle © = (2h + 1) Tn, ily aun point de C 
R' 
m=(R+R'—a aye (2 stat oe 
on constate sans peine que l'inégalité a < R’ entraine |=,|<|=]; | 
foyer est bien extérieur à C et l’on peut écrire l’expression de ef eal 
la région intérieure à l’épicycloïde 
es (e= tang 2). 
t 2 


ex 


III. — Aire dans laquelle € n’est pas uniforme. 


6. Intérieur de l’ellipse. — Soit A la région intérieure à une ellipse E, 
dont l’équation est 


Les régions successives couvrent le plan une seule fois; e* est uniforme, 
a pour poles simples z, et les images Fxonr et pour zéros les images 
Zxon+1. Les produits infinis 


+ 0% 


+o 22 
3 4 3 

f 4 i—— |s | { 1— à 

. Son Zon+1 


n—— © n—=— © 


sont convergents quel que soit z, car |z,| est de: l’ordre de grandeur 
de ih pour p infini. On a donc 


les.) 


eg(z) — : 


H(z); 


eet aysbs. 
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H(z) est une fonction entière, qu’il est ici facile de déterminer, parce 
que nous avons une suite de contours E, E,, ... qui s’enveloppent 
mutuellement et s’éloignent à l'infini. 
Soit æ un point intérieur à l’ellipse; on a 
I dg ds d I 
ani eae! ee 
I dg dz 1 dg dz I I 


atij,ds s—x2 anij,dsz—3 £—%, L—34 
1 


et une suite d’équations analogues en intégrant chaque fois entre un 
contour et le suivant. Or, lorsque p augmente indéfiniment, 


: d, d 
lim [ à = 6, 
p dzz—2z 
P 
I , 
cal tend vers zéro et l’on a 


filasl=flast, 
Ep “E 


qui est une quantité finie. On en conclut l’égalité 


(SE à bain I 2 1 z I 
d3 }Jx «= %—% T—3  L—23 bee, oe ae pet 


ou, en intégrant de l’origine au point z, 


+2 à +0 
LA nt LR. . œ — : 
8) Ai dhs (: =) + Ze (: =): | Es 


La fonction H(z) est égale à un. 
La fonction de Green a pour valeur 


i LA al 
i— 1 
c= “log T6): faci ( ants i | 
i eee 
Il ) (: 7.) 


on peut la mettre sous une forme semblable à celle que l’on connait 
pour le cercle; soient O, M, A,, A, les points dont les premières coor- 
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données sont 0, 5, 35, ,; ona 
MAon41 


G = log ere 


OA, 
7. Pour calculer effectivement g(z), nous pouvons nous servir des 
valeurs de z et =, déjà employées : 


3 —=CCos(m —{À), 3p= CCOS(py— ELA, — 2Epia), 


e—(—I1)P; 


on voit ainsi que e* est une fonction uniforme de x — 7A, qui admet les 
périodes 
20), = 2T, 20s har; 


elle devient nulle ou infinie pour les valeurs 


pe—tA=t [po tia, +2(2n+1)ai+ 2kr], 
p— ASHE (py—tAyt+4naist 2k'r); 


c’est une fonction elliptique dont on connaît l’expression au moyen 
de p(w. — 1A; 2,, 20) : 


oe — P(E tA) — P(pot thot Os), 
p(u— tA) — p(bo— Tg) 


La représentation conforme de l’aire A sur un cercle est donnée par 
la formule 


p(p—ih)—p (2) 
alata are (2 +) 


dans laquelle on a supposé 


LES 


sy peop Aes ead 
3ÿ— 9; CS Oe mt 


pour que les centres des deux courbes se correspondent. On sait que 
Schwarz a donné, pour la méme représentation, la formule 


2K ‘ 
Z = en Tq arcsins; 


il est facile de passer d’une de ces deux formules à l’autre. 
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Intérieur de la parabole. — On trouve par la même méthode la fonc- 


tion get la formule 


T 23 
— o2 — = 
L£=tane 7 ’ 


dans laquelle p est le paramètre de la parabole; l’origine est foyer et 
correspond au centre du cercle. | 


IV. — Contours présentant des points singuliers. ' 


8. Hyperbole équilatère. — La courbe divise le plan en trois régions, 
A, et A,, qui contiennent chacune un foyer, et A,, qui contient le 
centre. L’équation de la courbe étant . 

a= s 4 C3, 
un point z a deux images 


Eve est, = Verte 53 


¢, et ©, ont les mêmes images, z et — 3; le nombre des images succes- 
sives est donc limité. Si le point z est sur la branche H, qui limite la 
région A,, il coincide avec ¢, par exemple; les points € et — = sont 
confondus sur l’autre branche He 


Région focale A,. — Lorsque z parcourt A,, €, et i= parcourent la 
région A, et —z la région A;; un point de A, ou de A, est ainsi l’image 
d’un seul point z de A,; donc, e$ est uniforme dans le plan; cette fonc- 


tion a un pôle s,, deux zéros, + Vc? — 34, et un pôle — 3,; c’est une 
fraction rationnelle | 
5? — (c? — 3?) 
co a2_ 2 


On peut représenter l'aire A, sur un cercle de manière que le foyer 
corresponde au centre du cercle : 


39 — Cc, 


g— c? 


TRE 


32 


Région centrale A,. — Si le point s est dans l'aire A,, l’une de ses 
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images, — z, s’y trouve également; on a donc pour g deux valeurs en 
tout point de A,. Au point ¢, de l’aire A,, image de z, on a aussi deux 
valeurs, — g’(z’) et — g’(— z'); la fonction ef a deux valeurs en tout 
point du plan; il est à prévoir qu’elle est uniforme sur la surface de 
Riemann E. | 

Celle-ci se compose de deux feuillets, raccordés le long des cou- 
pures allant du foyer F,(s =c>0) à + et du foyer F,(s =—c) 
à —, sur l’axe réel. Regardons la branche de droite H, comme des- 
sinée sur le feuillet supérieur; en partant d’un point s situé sur H, et 
en lui faisant décrire une ellipse homofocale, on voit que &,, d’abord 
confondu avec 2, décrit l’ellipse en sens contraire; les deux points 
passent l’un après l’autre surle feuillet inférieur et viennent coincider 
sur H,. La région A, est donc la projection d’une aire B située sur = et 
limitée d’une part par H,, d'autre part par une courbe Hj, qui est la 
projection de H, sur le feuillet supérieur. 

La fonction e$ est uniforme dans B; on peut la prolonger au delà des 
deux bords; comme les images successives de la région B recouvrent 
une seule fois ZX, e$ est uniforme sur £. Elle a deux pôles, qui sont les 
points analytiques (z,, 3) et (— z,, — 3), et deux zéros, (2,, 3,) 
et (— z,, — 3, ); c'est une fonction rationnelle 


3 Ga at 
le 
Zi FA 
! = nv! 
2 — 3, —Z, I 292 — 416 
eo == = 
7 ae 7 
COR IE 313 — Soh 
PET: 
! 
Ze Cou th 


ou 


a 
Q 
nw 
| 
a 
w 
| 
a 
So 
Q 
à 
| 
LA 


les deux radicaux ont la détermination qui prend la valeur c au centre 
de l’hyperbole. 

Représentons l'aire A, sur un cercle, les deux centres se correspon- 
dant: 


Bj 0) 


Cy 


Ann. Ee, Norm., (3), XXXII. — Mars 1915. 10 
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On a pour ef une forme plus commode dans les applications en 
posant 


3.=Csint, 0 35 ¢sing, 
Fu cos (é + lo). 
sin (¢— to) 


9. On trouve de la même façon la fonction g pour les régions du plan 
limitées par une strophoide ou une lemniscate ; d’ailleurs, ces courbes 
sont des transformées par inversion d’une hyperbole équilatère. 

Or une transformation par inversion est une réflexion sur un cercle; 
plus généralement, prenons l’image d’une aire A par rapport à une 
courbe algébrique n’ayant pas de foyer dans A; on a une aire À, pour 
laquelle on connaît g si cette fonction est connue pour A, car g(z)a 
même valeur en deux points homologues. Ainsi, l’image d’un cercle 
par rapport à une ellipse est une courbe du huitième ordre com- 
posée de deux ovales si les foyers de l’ellipse ne sont pas de part 
et d’autre du cercle; g est connue pour l’intérieur de chacun des 
ovales. 


V. — Aire à connexion multiple. 


10. La fonction e$ n’est pas uniforme dans l'aire; il vaut mieux 
tag ec : ; | 
étudier > - Pour avoir un exemple simple, il est naturel de considérer 


une courbe de genre un composée de deux ovales. 


Courbe de Cassini. — La courbe C représentée par l’équation 
J(s, 3') = (2 — c?)(s2?—c?) —at=0 (a<c) 
est composée de deux ovales C, et C,; soit A la région qui leur est 
extérieure. 


Un point 3 a, par rapport à C, deux images €, et C, = — &, ; ces deux 


points ont pour images s et — z; les régions successives sont donc en 
nombre limité, | 


Comme pour la région centrale de l'hyperbole équilatère, on voit 
dg | . 
que — a deux valeurs en tout point du plan; la surface de Riemann Y 


est composée de deux feuillets qui se raccordent le long des segments 
FFietF,F,, joignant les deux foyers situés dans chaque ovale. En 
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suivant sur & le déplacement de l’image d’un point, on trouve que = 
: a : ù ! ! a 
est uniforme, a deux pôles simples, (s,, 3!) et (—z,, —z!), avec 
iS ! 
le résidu eh et deux autres, (z,, 2,). et (—z,, —z,), avec le 
résidu +1; = est une fonction rationnelle, qu’on saurait former 
comme quotient de deux polynomes adjoints; g est une intégrale de 
troisième espèce. 
Mais 3 et C, sont fonctions elliptiques d’un paramètre u, qui est égal 
à Pintégrale de première espèce 


me ee 
Se 


ot! 


: oo À d : 
soient 2m, et 2, ses périodes. On voit que oa est une fonction ellip- 


tique de w, infinie pour les valeurs w,, 9), u,, 9, qui correspondent aux 
pôles trouvés. Lorsque le point analytique (z, €’) décrit un contour 
fermé sur &, wu augmente d’une période, ef est multipliée par un fac- 
teur constant; donc ef est fonction périodique de seconde espèce. En 
appelant # et &, des constantes, et s(u; 2w,,2w,) la fonction de 
Weierstrass, ona 


eae o(u — uy) o(u— %) GEUtR,. 


F(t — uy) F(u + >) 


On détermine facilement les foyers de la courbe C, et par suite les 
périodes 2w,, 20,, et ensuite les quantités u,, v,, u,,v,, ket &,. 

- Si l’on prend pour région A l’intérieur de l’ovale C,, ses images suc- 
cessives dans le plan sont en nombre limité; la fonction ef est ration- 
nelle dans le plan; elle est infinie pour s = + ,, nulle pour 


a* 
Etc. —; 
on a donc 
Fra 
Ps a ‘ 
; 27 — 3° 


41. Cycliques. — L’équation d’une cyclique est de la forme 


Sf (5, 3) = 2238+ 2a273'+ 2a! 22'*+ bat+ 2022! + 2+ 2dz+ ad's'+e=0 
=As?+2Bs'+C=0. 
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. oF 
Les z des foyers sont les racines ¢,, C2, Cs, C, de l'équation 


B?— AC=0; 


V’intégrale de première espèce est 


I dz 


dz 
I as a 
ies [a = SSS 
des, : 


Un point = a deux images ©, et ¢,; cherchons les cycliques pour 
lesquelles €, et , ont les mêmes images (dont l’une est ); un calcul 
algébrique donne la condition 


2(ab'd + a' bd' — aa'e —dd') + c(e— bb')=0; 


lorsqu’elle est remplie, les régions successives recouvrent une fois le 
plan ou la surface de Riemann; on peut raisonner comme pour la 
courbe de Cassini et former la fonction g. 

Or on peut, par une inversion, transformer la cyclique en une 
autre qui soit symétrique par rapport à chacun des axes de coordon- 


nées; on a alors 
| CT ET EC 


la condition devient 
c(e— bb')=0, 


d’où les deux courbes 


(8+ 6’) (22+ b)+e— bb'=0, 
(2?+ b') (62+ 6) +2¢83' =0; 


la première est une courbe de Cassini; la seconde a été étudiée. par 
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de sur faces alge- 
briques, p. 66, 82); l’une et l’autre sont lieu d’un point M satisfai- 
sant à une condition | 

MA.MB 


MC.MD = 


A, B, C, D étant des points fixes. Par inversion, cette condition se 
transforme en une autre de même forme; pour l’aire A limitée par une 
courbure ainsi définie, on sait former la fonction & qui est le loga- 
rithme d’une fonction rationnelle ou une intégrale de troisième 
espèce. dr 
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Les cycliques les plus générales échappent à la méthode précédente, 
parce que les régions successives ne sont pas en nombre limité et 


d ‘ 
que ef ou - ne sont pas uniformes dans le plan ou sur la surface de 


Riemann en général. Nous verrons qu’on peut trouver la fonction g 
en utilisant les propriétés des familles isothermes; de méme pour une 
hyperbole non équilatére; de sorte que & sera connue pour toute aire 
plane dont le bord appartient 4 une conique ou une cyclique. 

Il est facile de trouver des courbes de genre supérieur à un aux- 
quelles les raisonnements précédents s’appliquent; ainsi l’équation 


(st—c?) (s!*—c?)—at=o0 (a<c) 


représente une courbe de genre trois composée de quatre ovales. On 


, eds 
peut montrer que la fonction => 


aux ovales est uniforme sur la surface de EEE 58 est une FE 
de troisième espèce. | 


relative à la partie du plan extérieure 


CHAPITRE IV. 
FAMILLES ISOTHERMES ALGEBRIQUES. (!). 


I. — Les intégrales J et J’. 


1. Je considère une famille de courbes algébriques C,, définie par 
l'équation | 
(1) | ef (es, ES; 


les coefficients du polynome f sont des fonctions du paramètre À sur 
lesquels nous ferons les hypothéses suivantes : ils sont holomorphes 
en A pour |A — A,| <7, et, quand on revient aux coordonnées carté- 
Ee 


(1) Quand M. Lery a rédigé ce Chapitre, il ne connaissait pas le Mémoire de M. Schwarz 
sur les isothermes algébriques [ Ueber ebene algebraische Isothermen (Œuvres completes, 
t. I, p. 260)]. Cr vhs _ [Note de M. Emile Picard.] 
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siennes, on trouve une équation algébrique en æ et y dont les coeffi- 
cients sont réels lorsque À est réel. En supposant À, réel, l'équation 


(a) f{s 3’, k)=0 


ss Nes une courbe de la famille, (,,. 
La famille est isotherme si la fonction À(z,z'), déterminée par 


l'équation (1), satisfait à la condition 
(2) 5 31 — 0 ou Ai2=0, 


en ee respectivement par les indices 1 et 2 les opérations = 


et Le La condition (2) montre que À est la somme d’une fonction de s 


et A une fonction de 3’; ces fonctions sont des intégrales abéliennes 
attachées à l’une quelconque des courbes de la famille. 


En effet, en posant f, = y on à 


oh Sale ‘i (4, ais À). 
02 ef rs A) 


le second membre devient une fonction de z seul lorsqu'on y rem- 
place À par l’une de ses déterminations tirées de l’équation (1); il 
revient au même de dire que À disparait lorsqu'on substitue à 3’ une 
détermination de la fonction 3’ = (sz, À) définie par l'équation (1); 
dans ce calcul, je puis donc donner à À une valeur particulière A,. 
J'ai alors l'équation (1), qui détermine la fonction algébrique 
3 = (3, À, ); d’où l’on tire 


Où Pis: 8 ko) _ ad 
Oz FACRUE ha) 1st 


=, €! 1 
JET EE 
crete 


J étant une intégrale abélienne attachée à C,,. On a de même 


Oh __ Al 2) a 


Oz Sa AUTRE NE ae 


‘ a, 
J'—— ACEMEN z!, 
an hs AGEN ÈS 


A 
dt 
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où C(z', À,) est la fonction = définie par l’équation (1). On en 
conclut 

A(z, 3')=J + J'+ const. On Pa De 


Il peut y avoir dans la famille des courbes exceptionnelles pour les- 
quelles la propriété précédente n’est pas exacte; ce sont celles qui sont 
décomposées ou telles que /, soit identique à zéro. Ainsi, pour une 
famille d’ellipses homofocales, C,, peut être l’une quelconque des 
coniques, sauf celle qui est aplatie suivant l’axe focal. 


2. Pour définir avec précision les deux intégrales, il faut introduire 
la surface de Riemann E qui correspond à la courbe C,,. L'intégrale J 
est prise d’un point m,(s,,¢,) à un point m(z, ©’); je la désignerai 
par J(m); on suppose que m, est un point régulier pour J. On aura de 
même le point m’, dont la seconde coordonnée est z’, la première du 
point image étant¢; lintégraleJ’(7m’) est prise d’un point régulier? au 
point m’. Le point x, image de m sur &, a pour seconde coordonnée (’; 
c’est le point analytique (¢’, z); dans le cas particulier où € et 3’ sont 
les imaginaires conjuguées de Cet z, m’ est confondu avec m sur À; 
SCC 2, mn coincide avec wm. 

Si m et m’ décrivent un même chemin d’intégration, les valeurs que 
prennent J et J’ sont imaginaires conjuguées ; en effet, l'équation car- 


tésienne de C,, étant 
F(z, y> ho) — 0, 


sai) ARS) 
Le. 
ree 


sont imaginaires BiG et que A, est réel. 
Si m et m’ décrivent deux chemins associés, on a _ 


ona 


donc les quantités tf sont imaginaires conjuguées lorsque z et z’ 


1) = OF 
en effet, ona 
a=, t=s, 
ah 35.4 le) ) ds Saan 2 sik dites 1 ats ae Ao) a 
S3(4; re À 5) te Sila a, Ao) Te fits; tal! ñ Ao) 
di dJ'=0- 


0; 
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II. — Périodes de J et J’. 


3. La courbe C,, est composée d’ovales C’, C”, .... tracés sur &. 
Quand m décrit l’un d’eux, J augmente d’une quantité « +78, qui est 
une période, à moins qu’elle ne soit nulle. Le long du méme chemin, 
on a à la fois 


donc «=o. Un ovale de C;, donne pour J et J’ une période 16. 

Le long d’un chemin D, allant d’un point de C’a un point de C’, 
J prend une valeur «, +#8,; le chemin associé D’ a même origine et 
même extrémité que D; le long de D’, on a J'= — (a, +28,). Quand m 
parcourt le circuit formé de D et de —D’, J prend la valeur 


(a+ t8,) + (ai — EP) = 204. 


On a ainsi une période réelle. 

Soit l'un autre circuit qu’on ne puisse réduire par déformation à 
un point ou à une combinaison des circuits précédents. Le long de F, 
J acquiert une période «, + 78,; le long du circuit associé I’, J’ prend 
-la valeur — «x, — :6,, done J prendrait la valeur —«,+ 7@,. Ainsi 
J admet les périodes «, +16, et — «x, + 16,, donc les périodes 2a, 
et 210. 

En résumé, les périodes de J et J’ sont réelles ou purement imagi- 
naires. 


III. — Les courbes J + J'— const. 


4. Supposons, pour simplifier, que les origines LEE mo 
et m, soient confondues en un point de l’ovale C. Sim et m' décrivent 
en même temps cet ovale, on a 


J(m) +J'(m')—0, de ti ade 


e étant une variable réelle; si m et m’ décrivent un chemin D, allant 
de m, à l’ovale C’, puis décrivent C”, on a 


. J(m) + JS'(m') = 2 ai, 2J(m)—=2 + ip. 


SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 81 


_ Faisons varier À a partir de la valeur À, ; les ovales C et C” se défor- 

ment dans le plan et deviennent des ovales de la courbe C,; on peut 
suivre leur déplacement sur & si|A — A,| reste suffisamment petit, et 
l’on a sur le premier de ces ovales 


J(m) + J'(m') =A — Ay, 2J(m)=A— hy + ip, 
sur le second 
J(m) + J5'(m') =i —)y + 2%, 2J3(m)=A—2y+ 204+ ip. 
On voit qu’en appelant A et 9 des variables réelles, et en posant 
aJ(m)=1 —1,+ tp, 
les courbes A= const. forment sur X une famille dont la projection 
sur le plan est la famille C, si À est suffisamment voisin de À, ou 


de À,+ 2,. Les courbes p = const. forment la famille orthogonale. 
Si m et m’ sont confondus sur un ovale de la courbe C,, ona 


2 J(m) =A—Ay+ fp, 
2J'(m') =A—),— ip, 


si les chemins d’intégration sont confondus et si le paramètre p est 
réel; supposons que? varie et devienne complexe ; les points m et m’. 
dont on peut suivre le déplacement sur ¥, au moins pour une petite 
variation de p, deviennent images par rapport à C. 

Les deux familles orthogonales ont les propriétés suivantes : 


I. Par un point arbitraire a de la surface È passe une seule courbe 
de chaque famille. — En effet, le point m(z, ©’) étant voisin de a, z et de 
sont des fonctions holomorphes d’une variable t voisine de zéro; 
si J(m) est holomorphe en #, soit 


J(m)=A5+Ait+Al+..., 
t est fonction holomorphe de À + zp, définie par l'équation 
2(A5+ Ait+ Al +...) = À + ip; 
d’où z analytique soit en A, soit en p. Il y a exception lorsque A, est 


nul ou que J(m) est infinie au point a. 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII — Mars 1915. IT 
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II. Si le point m décrit une courbe Cy, le point associé p. décrit la 
courbe C,),-,- — En effet, on a 
2J(m)=A—) +p, 
J(m)+ J'(p')=0; 
d’où l’on tire 
a JOUE NN EEE) 
2 J(u) =—(À—) + ip 
= (2A — À) — À + tp; 
le point & décrit C,),_>. 


III. Si m décrit une courbe C,, p. décrit la même courbe. — En effet, 
on vient de voir que l’ona 
2 J(m) —=2À —)o+ ip, 
2J(u) =Ào— À +ip; 


e, étant constant pour le point m, a la même valeur fixe pour u. 


IV. Le lieu des images d’un point fixe m par rapport à la courbe 
variable C est une courbe C,. — En effet, soit 


2J(m) = + ip. 
Si m' est image de m par rapport à la courbe C,, on a 


J(m)+ J'(m') =A—A, 
2J'(m') = 2) — 2A,—Ay— Ip; 


m’ décrit la courbe C,,, qui passe en m. 


5. On peut remarquer que ces propriétés ne supposent pas les 
courbes C, algébriques, quoique l’étude des images soit alors moins 
facile; considérons la famille définie par l'équation 


I(m) + I'(m')=), 


dans laquelle I(#) représente une intégrale abélienne attachée à une 
courbe réelle donnée C,, ayant pour équation 


fs, s)= 0! 
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écrivons cette intégrale et l’imaginaire conjuguée I’(m’) sous la forme 


ee "£1(4, €) dz 3, &') dz 1 ie AD 
I(m) = Rem? lm)=f Dar, 
supposons que les fonctions rationnelles R et R’ satisfassent à l’iden- 
tité 
(3) R(z, 3) =R’(3', 2); 


on voit que l’on a 
di + dl'=0o 


lorsque m et m’ décrivent deux chemins associés. On en conclut que la 
famille de courbes possède les propriétés précédentes, au moins quand 
À varie dans un certain intervalle; en général, cette famille n’est pas 
algébrique. 
On forme les fonctions rationnelles Ren prenant une fonction ration- 
nelle R, (a, y), à coefficients réels, et en posant 


sts! s—2! 

R(z, 2) = Bi( = Z _ ) 

si l’on veut que l'identité (3) soit satisfaite, quelles que soient les 

variables z et 3’; il peut y avoir d’autres solutions si l'identité doit 

avoir lieu quelles que soient z et 2’ reliées par l'équation f(z, z') =o. 
6. Revenons aux courbes Cy, définies par l'équation algébrique 


(1) S(4, 2', 4) =0; 
la condition À,, =o entraine la suivante : 
(2) Sihi—hfshis—hihrtaat+Sifefos = 0; 


qui doit être satisfaite lorsque z, 3’ et À vérifient l’équation (1); le 
premier membre de (2) est un polynome en z et z' qui est identique- 
ment nul ou divisible par f(z, 2’, A), 
Le s d’un foyer d’une courbe C, et le 3’ de son image double sont 
solutions du systéme 
=o, Hs 0; 


la condition (2) devient pour ces points 


Ss( faf io — ff 2s) = 93 
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dz et dz’ vérifient l'équation 
fids + frds'+ fs dh= 0. 


Si le facteur /, est nul, on a ds — 0; le foyer est fixe, quel que soit À. 
Si le facteur fy fio— fi fes est nul, on à 


Ss 
dz =— dh; 
Ji 


d’autre part, dz’ est donné par l'équation 


S12 ds + frs dz'+ fs dh = 0, 
ds= fa ff ny 0 
Ja 
l’image double est fixe. 


Ainsi, pour une famille isotherme, ou bien un foyer est fixe et son 
image double décrit une courbe orthogonale, ou bien on a la propriété 
contraire. On a un exemple de ces deux cas avec les courbes de Cas- 
sini, 

(28 — c?) (s?— eX?) = ex, 

Lorsque tous les points 3 qui sont critiques pour (’(z, À) sont fixes, 

les surfaces de Riemann des courbes C, ont mêmes points de ramifi- 


cation; on peut Ale que les courbes de la famille ont la même sur- 
face X. 


IV. — Nature de l'intégrale J. 
7. L'intégrale J n’est pas quelconque, puisque l'équation 
J(m) + J'(m')=A—A, 
entraine une relation algébrique entre = et =’, 
Teper f(s, 3, D =0; 


démontrons que J a au plus detix périodes; ce serait évident si les 
coefficients du polynome f étaient des fonctions uniformes et méro- 
morphes de À; supposons seulement qu'ils sont holomorphes au 
voisinage de À,, par exemple lorsqu'on a 


[A—h|<r. 
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Lenme. — Les coefficients du polynome f sont uniformes et méro- 
morphes, quel que soit À fini. 


Prenons en effet des nombres À, et À, satisfaisant aux conditions 
k=2h— 2, 
(8) [MARI <t,  [a—dl<r 


Si un point (3,, 3,) décrit C,,, son image (z,, 3,) par rapport à C,, 
décrit la courbe C,, (propriété II, n° 4); on a l'équation de C;, en éli- 
minant z, et z; entre les équations 


(Sr 35 An) =0, SF (41) 2, Ay) =0, I (425 31) 41) = 03 
on trouve ainsi une équation algébrique 
F (2., 32, À) — O0; 


les coefficients du polynome F sont holomorphes en À, — À,, donc 
en A, — À, tant que les inégalités (B) sont satisfaites; F n’est pas 
identique à f(z:, 3,, À), mais seulement divisible par ce dernier 
polynome, en général. 

Nous pouvons refaire le même calcul en supposant 


[= dl <r, |4y— Ao] <2r3 


les coefficients de F sont encore holomorphes en A, — A,, ouen A,—Ay; 
La condition qui exprime que F est décomposable en plusieurs fac- 
teurs dont l’un est du degré n (si n est le degré d’une courbe C; arbi- 
traire) est rationnelle par rapport aux coefficients, donc holomorphe 
en A,—A,; elle est encore satisfaite. Nous aurons un facteur 

f (52, 2,5 Ay) qui sera le prolongement analytique de f( 52,2, As) dans 
le domaine | A, — A,| << 27. 

Pour calculer les coefficients de ce facteur, nous avons a résoudre 
des équations algébriques, à coefficients holomorphes en A, —-A,; les 
coefficients cherchés pourraient être algébroïdes en A,—A,; il s’agit 
de prouver qu’ils sont méromorphes. Je prends un point simple (a,, @,) 
de la courbe C,,, et un point (z,, s,) au voisinage : 


By = dot €, Sy ate, 
J (do+ & até eo )— 0. 
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Cette dernière équation définit e’ comme fonction holomorphe de e au 
voisinage de zéro, puisque (a,, @,) est point simple de C,,. Choisissons 
pour z, une solution de l’équation 


S42, H+ €”; Ay} = 05 


z, est holomorphe en «’, donc en €, en supposant que a, ne soit pas 
foyer de C, ; soit 


Z,— 0O(€, M); 


nous prendrons ioe 
B= o!(e’, Ay) = V(e, As)5 


les coefficients de ces différents développements en € et ¢’ sont holo- 
morphes en A,— A, ou A,— Ay. Ceci posé, dans |’équation de C,,, 
écrite avec des coefficients indéterminés - 


Azj+B2f-'2,+...=0, 


substituons les développements de =, et 3, en fonction de € et identi- 
fions. On trouve des équations linéaires en A, B,..., à coefficients 
holomorphes en A, — A,; donc A, B, ... sont méromorphes en A, — Ay, 
tant que l’on a]A,— A,| <2r. 

Les équations qui donnent ainsi A, B, ... ne peuvent dépendre 
qu’en apparence du point (ap, a, ) choisi; en déplaçant ce point, on ne 
peut changer la relation algébrique entre 3, et z,. D’après cette 
remarque, si a, est foyer de C,,, nous le déplacerons pour appliquer le 
mode de raisonnement précédent. & 

En résumé, les coefficients de f(s, 3’, À) sont uniformes et méro- 
morphes en A — A, dans le domaine |A — A,| << 2r, s’ils le sont dans 
le domaine | A — A,| <7; ils le sont donc, quel que soit À fini. 

C730. Fas 


8. Quel que soit A, donc quels que soient les points m et m’ sur la 
surface X, nous avons 


Us, 3’, Ay + I(m) + J'(m!)] =0. 
Donnons à m’ une position fixe et faisons parcourir à m un circuit 


fermé; J augmente d’une période. Si cette intégrale avait trois 
périodes, on pourrait choisir le circuit pour avoir uñe période aussi 
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petite que l’on voudrait, et les zéros de f, considérée comme fonction 
de J, ne seraient pas isolés, ce qui est impossible puisque / est méro- 
morphe enJ. De même J ne peut avoir deux périodes, dont le rapport 
soit réel. 


V. — Sur un théorème de Weierstrass et sur la classification 
des familles isothermes. 


9. Weierstrass a donné dans son cours le théoréme suivant : 


Si une fonction 9 (u) admet un théorème d’addition, elle est uniforme 
ou racine d'une équation algébrique à coefficients uniformes et méro- 
morphes. 


Des démonstrations ont été publiées par M. Phragmen et M. Hancock. 
On peut considérer ce théorème comme une conséquence de l'étude des 
familles isothermes. Par pppoe’, o(u) satisfait a l'équation algé- 


brique 
fleCu), p(v), g(u+r)]= 0. 


Remarquons que le polynome / doit être symétrique en 9(w) et o(¢). 
Sur la fonction 9(z), on suppose seulement qu’elle est holomorphe 
lorsqu’on a |u| <r. 
Posons 
p(u)=z, o(vy)=s', u+tv=), 
d’où l’équation 
S[4, 3°, 9(A)] =0, 
qui représente une famille de courbes C;. Or 


A=u-+e | 
= fonction de z + fonction de s’ 


la famille est isotherme. On a donc 
À=d(z) + J(z'), 


I(s) et J(s’) étant deux intégrales abéliennes attachées à la courbe CA, 
qui correspond à la valeur À, = 9 (0); ces intégrales sont les mêmes, 
à cause de la symétrie de fen = et 2’. On démontre, comme nous 
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l'avons vu, la propriété II et le lemme; il suffit de remplacer les ima- 

. . L , 1 Ê a fl r: be ‘ t 
ginaires conjuguées &,, a, par deux quantités égales. = en pes 
que les coefficients A, B, ... du polynome f en 3 et =, considérés 
comme fonction de À, sont méromorphes. Ces coefficients sont 


rationnels en 9 (À). | | 
Si deux d’entre eux contiennent + (A), on a deux équations : 


A Lo(à)] = fonction méromorphe de À, 
B[o(A)] = fonction méromorphe de A, 


d’où l’on tire en général © (À) uniforme et méromorphe en A. Si un 
- seul contient 9(A), 9 est racine d’une équation algébrique à coeffi- 
cients uniformes et méromorphes, et qui est d’une forme particulière : 


A[o(A)]= fonction méromorphe de À: 


40. L'intégrale J (m}a zéro, une ou deux périodes. 


I. Pas de période. — J ne peut être de troisième espèce; elle est 
uniforme sur À, n’a comme singularités que des pôles en nombre fini; 
c’est une fonction rationnelle : | 


TER (5,566 

amis A1 
II. Une période w.— La fonction e ® est uniforme sur 5; elle n’a 
comme singularités que des pôles; en effet, si elle avait un point sin- 
gulier essentiel s = «, on aurait au voisinage de ce point une infinité — 
de solutions de l’équation J (m) =4, où & est un nombre donné arbi- 

traire. Ces solutions devraient satisfaire à l’équation 

FES 0) + A+ J'(26)] = 0, 


dans laquelle on donne à z’ une valeur fixe; ce qui est impossible. — 


On a donc 
9 2xid 


TE — R(s, t’), 


= 


III. Deux périodes w,, w,. — La fonction P (J; ©, w,) est uniforme 
sur 2; on voit comme précédemment qu’elle n’a comme singularités 
que des pôles en nombre fini; c’est une fonction rationnelle 


PJ=R(:, t'). 
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Dans ce troisième cas, l’intégrale J est de première espèce; sinon 
elle deviendrait infinie pour une certaine valeur z,; près de =, pJ 
pourrait prendre toute valeur donnée; or pJ est une fonction ration- 
nelle de s et © qui a un nombre fini de valeurs bien déterminées 
pour z= 4z,. 

En raisonnant de la même façon que le théorème de Weierstrass, on 
retrouve le résultat suivant, qui est bien connu : 


Toute fonction 9 (u) ayant un théoréme d’addition est solution d’une 
2Tiu 


équation algébrique dont les coefficients sont rationnels en u, ouene © 
ouen pu. 


? 


VI. — Sur les courbes algébriques dont une intégrale abélienne 
a seulement deux périodes. 


11. L’équation algébrique 
28) I(#,yY)=0 
définit y comme une fonction algébrique n (2) et x comme une fonc- 


tion §(y). En désignant par Q(x, y) une fonction rationnelle, les 
deux intégrales 


x," | y y; € O 


ayo n) 


ev 


sont de méme espéce et ont les mémes périodes. En effet, prenons 
y=n (x), § =x; nous avons 


K(y) x avin Q(z, 1) de me f+] Q(a, n) ps 
| Le, 9) WF (x, n) 
0 3 : dy ? 


—— J(x) + const.; 


donc l'intégrale K(y) prise le long d’un chemin quelconque du plan y 
n’est autre que |’ ni J(æ) price le 8 d’un chemin corres- 
pondant dans le plan æ. | 
Supposons que J et K soient de première espèce et aient seulement 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXU. -- Mars 1915. 12 
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go 
deux périodes 2w, 20’; établissons entre æ et y l’équation 
(2) J(w) +K(y)=2. 


Soit p la fonction de Weierstrass aux périodes 2m, 20; l'équation pré- 
cédente entraîne l’équation 
(3) PI +K)=p}, 
qu'on peut développer par la formule d’addition. Or pJ et pK sont 
respectivement des fonctions rationnelles de æ, n et de y, £ respecti- 
vement; de même % et LE L’équation (3) s’écrit 

| Romy ED=ph 
ou, par l'élimination algébrique de n et &, 
(4) F(2, y,4)=0, 


F étant un polynome en x et y, à coefficients uniformes en À. 
L’équation (2) entraîne encore une équation algébrique en x et y 

lorsque J est une intégrale de troisième espèce ayant une seule 
période ou une intégrale de deuxième espèce sans période. 


12. Réciproquement, je considère deux fonctions 9(x) et x (y), 
analytiques au voisinage de certaines valeurs 2, et yo, et telles que 
l'équation 
(2) 9(@)+x(y)=) 
entraîne une relation algébrique entre x et y 
(4) Fiæy,A)=0: 

Je puis supposer que les coefficients du polynome F sont holo- 
morphes et que jx n'est pas identique à o pour la valeur À,, ou méro- 
morphes en À au voisinage de la valeur À, = 9 (a) + (yo). Les 
fonctions 9, x et F possèdent les propriétés suivantes : 

1° Les fonctions 9 ct y sont des intégrales abéliennes attachées à 


une même courbe algébrique. 


’ a” L À . x 
D'après l'équation (2), ae est fonction de æ seulement; d’après 
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l'équation (4) on a 


On OF oF 
Ped Tr ry = A (x, }, D), 


A étant une fonction rationnelle de + et y; cette fonction ne doit plus 
dépendre que de a quand on y remplace A par la fonction À (a, y) 
définie par l'équation (4); il revient au même de dire que h est indé- 
pendant de À quand on y remplace y par une fonction y (x, À) définie 
par (4); on peut donc donner à À une valeur quelconque, À, par 
exemple, et l’on a 

Oh 


ge Tip do), 


7 étant la fonction algébrique de x définie par l'équation 
F(z, n, L)=0, 


ou plutôt la branche de cette fonction qui, pour æ=—2x,, prend la 
valeur y,. 
On trouve de même 


on 
Die y: ko); 


F(é, MY A) = 0; 


d’où l’on conclut pour À la valeur 


ha [hde+ [kay 


= I(x) +K(y). 


2° Les coefficients du polynome F sont anifarmes et méromorphes 
en À, quel que soit À fini. 


Vérifions d’abord que si ces coefficients sont uniformes et méro- 
morphes au voisinage d’une valeur À,, c’est-à-dire sous la condition © 
[A — A, |<, ils le sont encore dans un cercle de centre A, et dont le 
rayon r est indépendant de À, ; de sorte qu’on pourra faire le prolon- 
gement analytique de ces coefficients au moyen des cercles de rayon 
invariable. 

Soit n le degré du polynome F; nous supposons donc que l’équation 


J(æ)+K(y) =A, 
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où les déterminations des intégrales sont convenablement choisies, 


entraine une équation algébrique de degre x 


o(x, y) SAa+ Barly +...#+ = 


sous la condition [À — A, [p. Pour calculer les coefficients A, 
B, ..., C, que je regarde comme indéterminés et dont le nombre est 


PUR RARE 


, j'écris que les équations 
ee 


a8 d ee ee: 
sont satisfaites par des nombres 2,, y,, ot, ..., vérifiant le système 
© 1 


J(a1) + K(y1) =A, : 
aJ dK. 
ie 


e de eo 6 de ee de es "essuie 


Nous avons ainsi une infinité d’équations linéaires et homogènes 
auxquelles satisfont A, B, ... Étudions les coefficients de ces équations 
considérés comme fonctions de À. tat 

Je choisis un point (a, n,), satisfaisant à la condition 


F(x, Noy ho) Sa 
au voisinage duquel l’intégrale J(a) soit holomorphe en æ — 2p, et* 


ris Pour A i 
sa dérivée qq non nulle; ona 


J(xv)= a+ (x — 25) +... tan 


il existe un nombre r tel que ce développement converge ct 21 reste 


différente de zéro lorsqu'on a |æ — ay|<7r; prenons pour æ, un 
nombre satisfaisant à cette condition, et pour y, une solution de 
l'équation en y 
NE F(%o, Yi M)=0, 
de sorte que l’on a 

J (a) + K(y,) =. 
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Ceci posé, écrivons l’équation 
/ J(v1)+K(y¥,) =A, 
ou bien 
Ay + (Li — Lo) +...+ K(y:1) =A, 


(di — Lo) +... ==; 
résolue en x, — x,, elle donne un développement 
Li — Lo Bi(À — À) +.. "5 


dont le rayon de convergence est au moins égal ar. En portant ce déve: 
loppement dans les équations (E), où l’on fait x=x,, y=y,, on 
trouve des équations en A, B, ...; dont les coefficients sont holo-: 
morphes ou méromorphes en À tant que l’ona|A — A,| <r. 

Supposons p <7; ces équations ont des solutions lorsque | À — A, | 
est inférieur à p; elles se réduisent donc à m — 1 équations pen 
dantes; les conditions pour qu'il en soit ainsi sont rationnelles par 
rapport aux coefficients, donc méromorphes en À — À, dans le cercle y 
de centre À, et de rayon r; elles sont satisfaites dans ce cercle y puis- 
qu’elles le sont dans le cercle concentrique de rayon p. Les rapports 
des inconnues A, B, ..., à l’une d’elles sont donc méromorphes en À 
dans le cercle y. Ceci suppose que les » — 1 équations restent indé- 
pendantes; il peut y avoir des valeurs de À pour lesquelles elles sont 
reliées linéairement, mais ces valeurs sont isolées et les rapports des 
4B,..-resltent méromorphes pour ces valeurs. 

Enfin, toute région finie du plan, comprenant le point A,, peut être 
 récouverte par un nombre fini de cercles de rayon r, dont les centres 
sont les sommets de triangles équilatéraux juxtaposés dont le côté a 
une longueur r, <r, le centre de l’un d’eux étant A,; dans ce dernier 
cercle, les coefficients de F sont méromorphes, puisqu'ils le sont par 
hypothèse au voisinage de X, ; ils le sont encore dans les cercles dont 
E centres sont intérieurs au précédent; et ainsi de suite. 

(CP 1 


13. Des propriétés précédentes on déduit que les intégrales J et K 
sont de méme espèce, ont les mémes périodes, qui sontau nombre de deux 
au plus. | 
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En effet, donnons à À la valeur fixe A); soient y = n(x), x =&(y) 
les fonctions algébriques définies par l’équation 


F(z, HA) ho) — 0. 


Si le point analytique (æ, n) décrit un chemin le long duquel J varie 
d’une quantité «, le point (y —=n, =~) décrit un chemin corres- 
pondant le long duquel K varie de — «, puisqu'on a 


SEK 


Done J et K sont de même espèce et ont les mêmes périodes. 

Si ces intégrales avaient trois périodes, on pourrait trouver des 
circuits fermés le long desquels J + K varieraient d’une quantité e aussi 
petite qu’on veut, et l’on aurait | 


Fi y,A) = 05 
F(z, y, À+e)—=0, 


ce qui est impossible, puisque F est uniforme et méromorphe en À et 
que ses zéros sont isolés. 
14. On a, quels que soient x et y, 


F(x, y,J +K) =o; 


donnons à y une valeur fixe ; l’équation précédente devient une relation 


entre x et J (x), 
: 0( 25.5) =, 


dont le premier membre est un polynome en x, à coefficients uniformes‘ 
en J. Si l’on donne a J une valeur finie, on a pour æ un nombre fini de 


solutions; les points où J est infinie sont parmi les pôles de + ils 
sont aussi en nombre fini. 5 
Il y a trois types à distinguer : 


1° J n’a pas de période; c’est une fonction rationnelle R (æ, 4), car - 
elle est uniforme en x et n et n'a comme singularités que des pôles 
en nombre fini. | | 
; mis : 
2° J a une période 2w; on voit de même que e © est une fonction 
rationnelle ; J est de troisième espèce. | | 
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3° J a deux périodes 26, 20’; p (J | 2w, 26 2. est une fonction ration- 
nelle et J est de première espèce. 


_VIL — Étude des familles isothermes. 


15. Je considère par exemple une famille du troisième type; l’une 
des courbes, (,, possède l'intégrale J(z) considérée précédemment; 


posons 
2J(3)=2À+ip; 


les courbes C, et C, sont représentées par les équations 


R(s, €) =pr te, 


eS 
RE «') =p. 


Ce sont des transformées algébriques des courbes Ty, r', représentées 
par les équations 


les formules de transformation sont 
(T) Tenia ie ET 
L’équation de la famille T, est, comme nous l’avons vu, 
227? — 2121 (Z+T) + BLE ZY + (2e ea 
4 (Lest+ 8) (L+Z')+gsl+ ei=o  (=pà). 


C’est une famille de cycliques dont les quatre foyers sont fixes; l’un 
est à l’infini, les autres sont déterminés par l'équation 


(1) 42B— 9,1 — g;—0. 
Pour / infini, on obtient une courbe double de la famille 


(Z—Z'}—=0; 


be 
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. . 98 . 
ily en a d’autres : en écrivant que le premier membre de l’équation 
est un carré, on trouve la condition 


4B — gil— 83—0; 


ainsi quatre des cycliques sont aplaties suivant un cercle ou une 
droite: ce sont les courbes exceptionnelles de la famille. 


16. Comme les cycliques sont homofocales, elles ont la même 
surface de Riemann ¥; elles peuvent présenter deux aspects différents. 


Premier cas. — Les racines de l’équation (1), qui donne les foyers, 
sont réelles, soit c,>c, >c,; représentons par 2w et 27’ les périodes. 
Lorsque À varie de o à 2, on a un ovale de la courbe C;, d’abord 
aplati suivant la droite (— +, c;), qui balaye le feuillet supérieur de £, 
puis vient s’aplatir suivant le segment (c,, c,); de 2w à 4w, l'ovale 
balaye le feuillet inférieur. Pour À et A+ 2w, /= pAala même valeur, 
on a deux ovales de la même courbe algébrique. Enfin aux valeurs — 
À = w et A= 30 correspondent deux cercles dont les projections sur 
le plan sont superposées et forment l’une des courbes exceptionnelles, 
qui est un cercle de centre c,, par rapport auquel les foyers €, et c, 
sont conjugués. 


Second cas. — Les racines c, et c, sont imaginaires conjuguées; 
écrivons les périodes 2m + 21w’. Pour À — 0, la courbe (, se réduit 
au segment (— 2, c,) de l’axe réel; lorsque À croit, on a un ovale qui 
balaye le feuillet supérieur de 2; pour À=w, il s’aplatit suivant un 
arc de cercle de centre c,, joignant c, et c, et ne rencontrant pas le 
segment (—, c,). De w à 2w, l’ovale balaye le feuillet inférieur. 

En général, les coupures suivant lesquelles se raccordent les feuil- 


lets d’une surface de Riemann sont arbitraires: ici nous avons des 


coupures pour ainsi dire naturelles, ce sont les courbes aplaties de la 


famille. 


La transformation algébrique (T) fait correspondre à un point Z 
k points analytiques (3, €), à l’une des cycliques une courbe com- 
posée de 2% ovales dans le premier cas, de # ovales dans le second. | 
Si À varie, chacun des ovales balaye la surface de Riemann correspon- 
dante en s’aplatissant 24 fois; les 2k courbes aplaties peuvent étre 


SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 97 


regardées comme des coupures de la surface; d’ailleurs, l’une des 


courbes de la famille peut avoir d’autres foyers que ceux qui limitent 
les coupures précédentes. 


17. Les courbes F,, orthogonales aux cycliques, forment aussi une 
famille de cycliques homofocales; on peut suivre la déformation d’un 
de leurs ovales lorsque p varie; il balaye la surface © et s’aplatit deux 
fois, suivant les segments (c;, c.) et (c,, +) dans le premier cas, 
suivant le segment (c,, +o ) et l’are qui complète le cerclec ©) 
dans le Ped 

On voit sans peine que les images successives d’un point du plan 
par rapport à l’une des cycliques sont sur une même cyclique de la 
famille orthogonale. 

Par la transformation (T), on obtient la famille orthogonale C,, qui 
est algébrique. Une courbe Cet une courbe C, aplaties s’associent pour 
former des arcs d’une même courbe algébrique. Enfin un point du 
plan donne naissance à plusieurs suites d'images situées sur des 
courbes algébriques, qui sont les courbes C, issues du point. 

Une courbe C ne peut avoir deux ones de première espèce dis- 
tinctes n’ayant chacune que deux périodes, à moins que les images 
successives d’un point ne soient en nombre limité; car une des suites 
d'images successives doit se trouver sur deux courbes algébriques 
distinctes. 


18. On peut faire une étude analogue des familles isothermes du 
premier et du deuxième type; ce sont des transformées algébriques de 
la famille des droites parallèles : 


Z+7Z7'=), 
ou de celle des cercles concentriques 
- = © 


VIII. — Application des propriétés des familles isothermes 
à la recherche de la fonction de Green. Anneau. 


19. L'é quation /(2, s’, }) =o représentant une famille isotherme, 
supposons qu’un ovale C de la courbe C, balaye un anneau A, en 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Avr Le 15 
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passant de C! à C!, lorsque À varie de A, à À,; A est la projection d’un 

anneau B situé sur un feuillet de la surface Z correspondant à l'une 
: : I : > 

des courbes de la famille; soit J(3) =5(A +7) l'intégrale que nous 


avons étudiée. Je supppose que C’ dans sa déformation reste sans point 
singulier et que J(s) soit une fonction analytique en tout point de A. 
En un point z, de l’ovale C', J(<) prénd une valeur 


J(1)= = Ou + épi); 


sis parcourt C’, À reste fixe, p varie de p, à pg. Par s, passe une trajec- 
toire orthogonale de la famille, C,, ; considérons-la comme une coupure 
qui rend l’anneau simplement connexe; dans l’aire A coupée, À varie 
de À, à À,, p de p, à py. La formule 


u+ip —=J(z)—J(z;) 


donne la représentation conforme de cette aire sur un rectangle limité 
par les droites 


Soit une seconde famille isotherme au moyen de laquelle on définit 
une intégrale K(Z) et un anneau analogue à A; si Z, est un point de 
Tun des bords, la formule 


U+iV=K(Z)—K(Z;) 
représente l’anneau sur un rectangle limité par des droites 


U=o Ut, 
Far ti 
2 . 


NE 0: Mr 


Les deux rectangles sont semblables si l’on a 


l'ai __ Papi, 


D hie RE M 
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on les représente l’un sur l’autre par l’équation 


PES 
ÜÙ + iV — à (u 4- iv), 


d’où, pour les deux anneaux, 


K(Z)—K(Z,)_ J(z)—J (a). 
l,— l, Fa À— À, 


Il est clair qu’on peut supprimer les coupures. 
Supposons par exemple la seconde famille composée de cercles con- 
centriques, dont l’équation est 


LL! = e's 
on peut prendre 


ZL, = Ry, lyse 0; P= 0; l= iT, 
Z 
K(Z)= loge 
On détermine R, par la condition 


logR,— log R, ee. Àa — À 4 


2T Pa — Pi 


L’anneau A est représenté sur un anneau circulaire par l'équation 


2T Z 
log 


J(zs)—J(z = . 
è (3) (41) 02 — Pa R, 


Comme la fonction g est connue pour l’anneau cireulaire (Chap. III, 
n° 1), on sait la former pour A. 


. 20. Pour appliquer ce qui précède, il faut connaître la fonc- 
tion A(z, 2’) qui satisfait à la condition À,,= 0. Il peut arriver que 
l'équation de la famille isotherme soit donnée sous la forme 


(1)! Fi 33-2"; 0) 00, 


le paramétre / étant une fonction inconnue de A, qu’il s’agit de déter- 


miner. Posons | 
F[s, +, (A) |= f(, 3°, D); 


1 : 
on sait que fe devient une fonction p (z) lorsqu’on y remplace 
; EINE MERE 
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s’ par sa valeur tirée de l'équation f(z;, =’, À) =o. On a donc 


OF oF _ y 
05° Oli eee 


lorsqu’on remplace dans le premier membre 3’ par sa valeur tirée de 


l'équation (1). 
D'où la méthode suivante : on élimine 3’ entre l’équation (1) et 


l'équation | 
_ OF OF. 
nib) OB NOEE 


on trouve une équation en X dont une solution est le produit d’une 
fonction de s par une fonction de /, 
X = (2) A(4), 


et l’on a 
dl 


MT 
J(z) =— fos) az. 


h(4), 


Partons par exemple des ellipses homofocales dont l’équation est 


x? Bi 


yl 04 DO D 


ou bien 


F(z, 3’, 2) =c?2?— 2(a?+ b?+ al)ss'+ cs: + 4(a?+ 1)(6?+1=0; 


on trouve 
x = MP + OEY 
2V3?— c? 
dl I > ds = 
=~ = -V(a+ 1) (8+ D, —— =i “ou 
To (a HE +t) J(z) oe ¢are cos= 


L’anneau compris entre deux ellipses homofocales est représenté sur 
un anneau circulaire par la formule 


r 


A 3 
tarc cos— = log-» 
Cc c 


23 hi 
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21. Anneau compris entre deux cycliques homofocales. — Une 
cyclique a quatre foyers, c,, c,, ¢, ¢,, qui sont sur un même cercle ou 
dont deux sont conjugués par rapport à un cercle passant par les deux 
autres; si, par une inversion, l’un des foyers passe à l'infini, on se 
trouve dans le cas étudié au n° 16. 

L'intégrale de première espèce est 


dz 
D ly 
V(z— 1) (3 — ¢g) (5 — €3) (5 —G) 


D’après ce qui précède, nous savons former la fonction g pour l’anneau 
compris entre deux ovales de la famille. Dans la solution donnée au 
Chapitre II, n° 11, il a fallu supposer que les deux ovales appartiennent 
à la même courbe et que les images successives par rapport à cette 
courbe sont en nombre fini; la méthode actuelle est donc plus géné- 
rale. 

Comme cas particulier, on peut réduire les deux ovales aux segments 
de cercle ou de droite c,c, et c,c, qui appartiennent aux courbes excep- 
tionnelles ; g est donc connue pour le plan tout entier dans lequel sont 
tracées ces deux coupures. 


IX. — Intérieur d'un ovale. 


22. Soient c, et c, les foyers contenus à l’intérieur de l’ovale C 
d’une cyclique; en considérant comme une coupure l’are de cercle ou 
de droite suivant lequel C’ peut s’aplatir en balayant l’intérieur A de 
l’ovale, on transforme A en un anneau. D'autre part, une ellipse et la 
droite qui joint les foyers +c et —c limitent un anneau A’; les deux 
anneaux sont représentés l’un sur l’autre par la formule 


: ds nf « al 
I mener 7 VZ— c? 


pourvu que la constante réelle « satisfasse à la condition 


8 Ca dz a dL 
ss >" 
fa V(4— ce) (5 —c)(3—0c3)(z— &) 2 VZ STE 
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Les deux coupures se correspondent point par point; en un point —- 
est le même des deux côtés de la coupure; on peut donc supprimer 
celle-ci; l’ovale A est représenté sur l’intérieur d’une ellipse, la fonc- 
tion g est connue pour A. 

La même méthode s’applique à l’ovale C’ d’une courbe appartenant 
à une famille isotherme, si l’un des ovales de la famille, intérieur à C’, ~ 
est aplati suivant une ligne c,c, et si les deux déterminations de J(z) 
en un point de cette ligne ont une somme nulle. Ces conditions sont 
réalisées pour les familles du troisième type. 


X. — Rectangle curviligne. 


23. Deux courbes C,,, C;, d’une famille isotherme et deux trajec- 
toires orthogonales C,,, C,,, limitent un rectangle curviligne A dans 
lequel je suppose qu’il n’y a aucun point singulier de la famille. On 
représente A sur l’aire analogue, limitée par les courbes C,, C,, C,., C,., 
d’une autre famille, au moyen de l’équation , 


J(3) —J(z1) __K(Z) — K(Z,), 
hot le RTE 


s, et Z, sont des sommets tels que l’on ait 
25(s;)=Ar+ip,,  2K(Z)= A+, 
et l’on suppose remplie la condition 


= Pire Et À 


Ag— À = l,— l, 


Prenons par exemple pour C,, et C,, deux cercles concentriques de 
rayons R, et R,, pour C,, et C,, deux rayons faisant l’angle «; pour C, 
et C,, deux cercles concentriques de rayons Ri et Rj, pour C,, et C,, 
deux rayons dont l’angle est x; on trouve la condition 


Hu, RY 
| RAR 
et l'équation 
log À = ge 
Ry toe 
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ou bien 


a 
aie | 
RON 
Si R, et Rj sont infiniment petits, on obtient à la limite un secteur 


d'angle « représenté sur un demi-cercle par l'équation précédente, R! 
et R, étant déterminés par les conditions 


t m 
R= Ry R= Ry. 


24. Régions limitées par une hyperbole. — Une hyperbole H limite 
dans le plan trois régions; l’une, A, contient le centre; les autres, A, 
et A,, contiennent chacune un foyer, + c et — c. L’hyperbole équila- 
tere homofocale H’ limite de même des régions A’, A’, A}. 

Prenons la partie de A intérieure à une ellipse komoracale F E et la 
partie de A’ intérieure à une ellipse analogue E’. On peut faire la 
représentation conforme de ces régions l’une sur l’autre si E et E’ sont 


- convenablement associées. On a 
. ne: 
2J(s)=A-+ tp =are sin —; 
sur les deux branches de H, À prend des valeurs + A,, sur celles 


de H’ les valeurs + 7: d’où la formule 


y's 
—aresin= = = = are sin —: 
a c 


Il est facile de calculer A, en fonction de l’angle « que font les asymp- 
totes de H; le sommet de la branche de droite a pour coordonnée z 


a 
3 — C COS —» 
2 


on a donc 


2(T— a) es 


Z=c sin ————— arc sin —: 
T Cc 


Si ellipse E devient infiniment grande, il en est de même de E, et 
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V’équation précédente représente l’une sur l’autre les régions A et A’. 

Pour les régions focales A, et Aj, je les coupe par I’hyperbole 
aplatie H” qui va du foyer c à l'infini, et je les limite respectivement 
par des ellipses homofocales E et E’. Sur H, H'et H”, À prend respecti- 


T—a T T eel eel 
vement les valeurs Eee et =; d’où la formule 


| 1 lee ete PY Aimed 
+ | arc sin=— —4] = arc sin— — —]> 
fo 2, 2 vis C 2 C 2 


CT 
2 2 4 
. 20 /, 
z= csin— arc cos-—-:: 
a c 


wy MIA 


Il est évident qu’on peut supprimer les coupures et supposer E et E’ 
infiniment éloignées. , 

Dans les deux exemples précédents, z est fonction algébrique de Z 
si l'angle « des asymptotes est commensurable avec 7; or g, que nous 
avons formée pour les régions A’ et Ai, est fonction algébrique de Z; 
donc la fonction g, pour une aire limitée par une hyperbole, est fonc- 


. P . : a 
tion algébrique ou transcendante de s suivant que le nombre — est 


rationnel ou irrationnel. Cela concorde bien avec ce fait que, dans le 
premier cas, les images successives sont en nombre limité, et qu'il y 
en a une infinité dans le second. 

Nous connaissons maintenant la fonction de Green pour toute aire 
plane dont le bord appartient à une conique ou à une cyclique. 


CHAPITRE Y. 


AIRES LIMITÉES PAR DES CERCLES. 


I. — Deux cercles extérieurs. 


1. Soit A l’aire extérieure à deux cercles C, et C,, qui sont extérieurs 
l’un à l’autre; il existe deux points, a, intérieur à C, et a, intérieur 
à C,, qui sont images par rapport aux deux cercles. Appelons ¢, l’image 
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d’un point s par rapport à C, et G,, l’image de €, par rapport à C,; on 
passe de z à C,. par une substitution hyperbolique dont les points 
doubles sont a, et a,. Les images successives du point z sont sur le 
cercle sa,a, et tendent vers les points doubles; les régions successives 
sont des anneaux limités par des cercles par rapport auxquels a, et a, 
sont conjugués; elles couvrent une seule fois le plan. 


Les équations des cercles C, et C, sont 


3 — a, 3 — a; 


7 oe 
3 — A2 3 —d, 
æ if ! 
apa) a ICL 

7 i — eh, 
5 — 3 3 — da, 


en désignant par A, et A, des constantes réelles. Posons £ = log +; 
. Re PIS J eae 
les équations précédentes s’écrivent 


EUS he EUS Ay. 
Soient €,, £,, les valeurs de € correspondant à ¢, et C,; on a 
Éd his bot = À 
Ero = 2 — M +E. 


On peut considérer g(z) comme une fonction f(&); elle possède les 
propriétés suivantes : 


1° Quand s décrit C,, g(s) augmente d’une certaine période 2Q; on 
a donc 


JE + ant) =/f(E) +20; 
2° D’après les propriétés d’images, on a 
JE+R=M)=SE),  J'Oi—E)=—/(E); 
3° ef admet comme pôle simple le point donné z, et comme zéro son 
image 3, ; e/ aura pour pôle et zéro les valeurs 


Mo di 


t= log ———> . Ey — £03, 


&y— Aa 


_4° AVaire A du plan z, coupée parle segment a, a,, correspond dans 
le plan un rectangle dans lequel e/Ÿ est uniforme et méromorphe. : 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — AVRIL 1915. 14 
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Par suite, e/Ë est une fonction doublement période de seconde 
espèce, qu’on peut exprimer au moyen de la fonction o de Weierstrass 
admettant pour périodes 2, =A, —A,, 2, = 271; ona 

eft) — FE) puke, 
S(È— 60) 

a et B sont des constantes qu’on calcule en exprimant que les propriétés 
d’images sont vérifiées; en utilisant la formule 


J(u — 204) = — em" du, 
on obtient 
a=— "(B+ E— A), 
aA, 


o(E+%,—A n | 1 

&(5) = log ÉTÉ 0 ae m, Get & — As) (e- 2). 

En particulier, si A est l’anneau compris entre deux cercles concen- 
triques de rayons r, et 7,, on posera , 


& = logs, A, = logri, A, = logr?, 


- PU lie 
~ 
2 log —- 
r? Loue 
1 = | 


% 
gs) Slog 5, 108 


M. H. Villat a formé, par une méthode toute différente, l’expression 
d’une fonction harmonique prenant des valeurs données sur les deux 
cercles; on retrouve cette expression en appliquant la formule de 
Green à la fonction harmonique cherchée et à la fonction g(z') dont 
nous venons d’obtenir la valeur. 

Considérons les courbes ayant pour équation 


a(a,y)=une constante k; 


pour x infiniment grand positif, la courbe est analogue à un cercle 
infiniment petit entourant le point z,; lorsque & décroit, la courbe 
grandit en balayant A; elle se rejoint elle-même en acquérant un point 
double et se divise en deux ovales qui, pour la valeur 4 =o, s’appli- 
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quent sur C, et C,. La valeur de z qui correspond au point double est 
celle des deux racines de l'équation 


dg 
ee eae 


donnant un point intérieur à A; €, désigne ici la fonction + = log eu. 


II. — Deux cercles tangents. 


2. SiC, et C, sont tangents extérieurement, les points doubles a, 
et a, sont confondus avec le point de contact a; la substitution [z, ¢,.] 
est parabolique et l’on doit s’attendre à trouver pour e* une dégénéres- 
cence des fonctions doublement périodiques. 

Prenons comme origine des coordonnées le point a, l’axe réel étant 
dirigé vers le centre de C, ; désignons par r, et r, les deux rayons; les 
équations des cercles sont 


(Cs) ee où E+E=R, 
Pa a À 
(Ci) pote RS TT 
3 3 l'a 
en posant 
= 
On a la relation 
Eva Ag— +; 


-_g(z) est une fonction 7) dont on forme l’expression comme dans le 
cas précédent : 


ami 2Ti 1 
LL eT ee 
awe en 1— 60) 
262) 108 2Ti 2H J 
é bo 
eds Me =, eu 


III. — Deux cercles sécants. 


3. Si les cercles C, et C, se coupent aux points a, et a, sous 
l’angle 2 n étant entier, la substitution [z, ¢,.| est elliptique. Les 
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équations des cercles s’écrivent 


eel thy, Ce ae tds, 


en posant 


et en désignant RE et À, des constantes réelles, qui satisfont à la 


condition A, — A, = -- Ona 
ere — eres 
g(z)= 108 eats Res 


(: = (= ay i 
Z — A9 Zi— Go) . 
3— @\"_ (2-4 
(=) ee = 
z, est l’image de z, par rapport au cercle C, et €, est la valeur corres- 
pondante de Ë 
On peut former la fonction g pour l’aire A en utilisant les propriétés 


des familles isothermes; il n’est pas indispensable que l’angle « des 
deux cercles soit sous-multiple de x. La formule 


donne la représentation conforme de A surun demi-plan, et l’on trouve 


T 


& Le 
3 — ai \* Z— a, \* 


& = log F : 
(=£)- ee & 
3 — A aa) 


IV. — Aire limitée par p A cercles. 


4. Étant donnés des cercles C;, Cj, Cx, appelons ¢; l’image d’un 
point = par rapport à C,, ¢,; l’image de ©, par rapport à C;, x l'image | 
de C,; par rapport à C4. 


Soit I’ aire À, d’un seul tenant, limitée par des cercles C,, ela VRP c:: 
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ou des ares de ces cercles, et contenant le point à l'infini. Je suppo- 
serai que les substitutions [z, Ci], où cet 7 sont deux nombres dis- 
tincts de la suite 1, 2, +, p +1, engendrent un groupe discontinu, 
groupe fuchsien si les cercles sont orthogonaux à un cercle I’, sinon 
groupe kleinéen. Le polygone générateur est formé de A et de l’une de 
ses images par rapport aux cercles donnés; il est symétrique. La 


+. 6 ‘ age aye 
fonction = possede les propriétés d’images : 


PAS made! ode ds, 
a, da do; din de dun? 


4 | # eee dg 8 , 
d’après la seconde égalité, += est une fonction 9 de degré m=1; ses 


pôles sont les images successives de z,, il y en a deux dans le polygone 
générateur; enfin elle admet comme points singuliers ceux au voisi- 
nage desquels se trouvent des images d’un point quelconque 3 de A: 
ce sont les points doubles des substitutions hyperboliques et parabo- 
liques du groupe et les points limites de ces points doubles. 

Il y a, comme on sait, deux cas importants à distinguer : 


1° Les images successives du polygone A recouvrent tout le plan; la 


fonction 2 est alors définie et uniforme dans le plan; il en est ainsi, 


par exemple, si, le groupe étant fuchsien, A contient un are non nul 


du cercle orthogonal I. 
2° Les régions successives ne recouvrent qu’une partie du plan; par 
exemple, le polygone A est fuchsien et a au plus des sommets sur TI. 


Si A est un polygone fuchsien du premier cas, on sait, par les tra- 
vaux de MM. Schottky, Burnside, Ritter, que les séries 0 du degré m =1 
sont convergentes et peuvent servir à former une fonction 0-fuchsienne 


Neel: , 
dont on connaît les pôles, en particulier = On peut le démontrer de 


la facon suivante : 
V. — Polygone fuchsien. Premier cas. 


5. Un points ap +1 images €, par rapport aux cercles donnés; je 
dirai qu’elles forment un premier groupe, ou groupe de rang un; 
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chacune d’elles a p images C;;, différentes de z, formant un deuxième 
or à , dg ‘as 

groupe; et ainsi de suite. Cherchons a exprimer 7, par une série ana- 


logue aux séries 4 : 


(3) =H(s) LHe PT LEO re 


où H(z) désigne une fonction rationnelle et D. une somme étendue 
_ n 


aux images du n°" groupe; ainsi 


OR TH Ga) SES 


Re wae ee 
Swe Ss =a) SH 
1 
Il faudra d’abord démontrer que la série 0 est absolument convergente 


et ensuite choisir H(z) en tenant compte de ce que S a un pole simple 


au point donné z, de l’aire A et en toutes ses images. 

La série 0 est absolument convergente si le point z et ses images sont 
distincts du point à l’infini et des pôles de H(z) et si aucun pôle 
de H(z) n’est un point singulier du groupe. Il suffit, pour le démon- 
trer, de vérifier que la série 


6 DÉREE 


est convergente, car les valeurs absolues des quantités H(C) et H'(C’) 
sont limitées supérieurement. L’une des démonstrations données par 
M. Poincaré pour le cas m = 2 s'applique presque sans modification. 


Lemme. — Jl existe un rts ue K, indépendant du rang n, tel que 
l’on ait 
Un 
M, maximum de | er 
ER lee LL 
den 
minimum de ae 


Ca désignant pour abréger l’une des images du n°" groupe, et cela 
lorsque z parcourt une petite aire c contenue à l’intérieur de A. 
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En effet, suivant que le rang 7 est pair ou impair, on a 


» Ope + 
Cp ou See (An On — Bn'Yn = 1), 
d’où l’on tire | 
Bn > I 0: I 4 
dz byes on)? | yal? |z—p, |? ? 
: ; Ô en : . 3 dé : 
le point p, = — 7 est celui dont l’image €, est à l'infini, il est extérieur 
nh 


à A quel que soit z, de sorte que | s— pu, | a un minimum d et un maxi- 
2 


ai" 
C. 0: FD: 

On peut compléter ce lemme. Si les p+1 cercles qui limitent A 
sont extérieurs, les points singuliers du groupe sont à une distance du 
bord de A qui a un minimum 4, non nul; supprimons de A le voi- 
sinage du point à l'infini ; nous obtenons une aire B telle que, pour 
chacun de ses points z, |z — 4, |a un maximum D,. Dans l’aire B, nous 
avons 


mum D lorsque z est dans c. On voit que K a pour valeur ~ 


2 
on peut donc remplacer c par B, K ayant pour valeur a Il en est encore 


ainsi lorsque deux ou plusieurs des cercles donnés sont sécants. 

Siun sommet a du polygone A est point double parabolique, c’est 
un point limite de points pu, et, si l’on prenait z confondu avec a, 
|s—y,| n'aurait pas un minimum d, ~o. Nous supprimerons alors 
de A le voisinage de a pour obtenir la région B dans laquelle le lemme 
est applicable. 

Le lemme est exact, que A soit un polygone fuchsien ou kleinéen, 
symétrique ou non. 


6. Ceci posé, soit L, la longueur totale des arcs du cercle contenus 
dans A; comme on peut supposer que I n’est pas une droite, ces arcs 
sont aussi dans B. Soit L, la longueur des arcs de contenus dans les 
images du rang » de A; ces arcs sont dans les images de rang » de B. 
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Ln 
My = i Fe = M,, 
0 


an 
dr 


£M,<Km, 


Kia 
we 


< 


la série (1) est convergente comme la série L, + L, +..., qui a pour 
somme la longueur du cercle T. 

La série 9 est donc absolument convergente dans l'aire B, donc 
dans A, à l'exception du point à l'infini, des sommets paraboliques et 
des pôles de H(z). Or elle possède la propriété d'images 


dz' 
Te ° 
9(6:) = PTE 
elle est donc absolument convergente dans tout le plan, à l'exception 


du point à l'infini, de ses images, des pôles de H(s), de leurs images, 
des points singuliers du groupe et de leurs points limites. 


En un pôle de H(z) ou en l’une de ses images, un terme de la série 9. 


devient infini; les autres termes forment une série convergente, 0(z) a 
donc un pôle. 

Voyons ce qui arrive au point à l'infini. Supposons que ce soit un 
point régulier pour H(z); en mettant à part le premier terme, on peut 
considérer la série § comme somme de p + 1 séries ayant comme point 
initial, au lieu de =, l’une de ses p+1 premieres images; on peut 
appliquer à ces séries les raisonnements précédents, elles sont abso- 
lument convergentes, donc 0(3) est une fonction régulière au point 
à l'infini, | 


Bey ls 
O(a) SA bg 


je dis que les images du point à l'infini sont des poles; l’une des images 
de rang un, par exemple, est le centre w, ducercleC,, dont je désigne le 
rayon par R,. Ona 

Ry 


=O0,+ 
€ 1 3! —@, 
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et 
ae 
6(€,)=— "(2 a. 
B’ e R? 
=(Al+= a tr jae 
(1 — 0) 
Mew hs uf B’ AG. 

~ (€;—,)? C1 -— © co 


w, est donc pôle double en général; pôle simple si A’ est nul, c’est- 
a-dire si le point à l'infini est zéro de H(z); point régulier s’il est zéro 
double. 

En supposant maintenant que H(z) soit infinie au point à l'infini, 
on voit que ses images sont des pôles de 0. 


7. Nous allons vérifier a, existe une série 9(z) possédant les 
propriétés qui définissent & ; existence de cette fonction sera dé- 


montrée et nous en aurons une Nain analytique valable dans tout 
son domaine d’existence. | 
; la fonction 


Je prends pour H(z) la fonction — 


SP era dz ees 


est infinie comme <2. en s, et en chacune de ses images, mais elle est 


A : : d, FT. ; 
nulle à l’infini comme =, tandis que 2 doit étre nulle comme =" Soit 


@(s)= = 


alors w; le centre du cercle C;(i =1, 2,...,p +1); la fonction 
I I I dt! ù I ac 
VIE OE rr Sa eer ae gees ae aed 
1 2 7 


est régulière en tout point de A, nulle à Vinfini comme *; elle n’est pas 
identique à zéro. Désignons par k,, Ay, ..., h,,,, des constantes réelles; 
la fonction | 

p(3)=0(3) +18 (3) +... a Rp+s 0p+1(3) 


admet le point à l'infini comme zéro double si les constantes vérifient 
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l'équation 
(2) ha + hat fig 


Elle possède les propriétés d'images, 


p(Ei) déi+ o'(3')dz = 0; 


done la fonction (a) = f o(s)dz satisfait sur les p +1 cercles 
donnés à la condition 
v(C;) + b'(2') = const., 


c’est-à-dire que la partie réelle de Ÿ(z) est constante sur ces cercles ; 
il en est ainsi pour g, mais les constantes doivent avoir pour valeur o. 
Écrivons donc les équations 


partie réelle de f 92) + LOU) PER ens ane 


en prenant successivement l’intégrale d’un point du cercle C,,, à un 
point de chacun des cercles C,, C,, ..., C,. On forme ainsi p équations 
du premier degré à coefficients réels pour déterminer, avec l’équa- 
tion (2), les paramètres A. Ces équations sont indépendantes des 
chemins d'intégration parce que les périodes de la fonction (=) De 
l’aire A sont purement imaginaires. 

Si le déterminant des p + 1 équations linéaires était nul, il existerait 
une fonction analytique 


if [Ay 0, (5) +... + psy 0p+1(2)] ds, 


régulière dans A, dont la partie réelle serait nulle sur le bord de A et 
dont la partie imaginaire ne serait pas constante dans A (car elle a des 
périodes, 27h, autour du cercle C;); ce qui est impossible. Done le 
déterminant n’est pas nul, on trouve pour les paramètres A un re 
unique de valeurs, la fonction g a pour expression 


ray [8ls) <b fic-8, (6) ron «Mane Gear bel de 


Vorigine d’intégration étant un point du cercle C,,,. Si l’on remplace 
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les fonctions 4 par leurs développements, on voit que eë est exprimée 
par un produit enfin convergent. 


M. Burnside a étudié les propriétés des fonctions [ (00,142, 


dont l’analogie avec les intégrales de première espèce est évidente 
(Proceedings of the London mathematical Society, vol. 23, 1892). 


VI. — Polygone kleinéen. Premier cas. 


8. L’aire A est limitée par des cercles C,, C,, ..., C,,,, qui ne sont pas 
orthogonaux à un même cercle I; je me bornerai pour abréger au cas 
où ces cercles sont extérieurs deux à deux. Si l’on démontre que les 
séries 9 du degré m=r sont absolument convergentes, on pourra 


former 28 l 
ormer ~~ comme pour un polygone fuchsien. 


’ 


Supposons cette convergence démontrée lorsque l’aire est limitée 
par p cercles. Je trace-un cercle entourant C,;, et laissant à son exté- 
rieur les cercles C,, ..., C,; par une inversion, je transforme ce cercle 
en une droite A, qui sépare ainsi C,,, des autres cercles donnés. 
L'usage de A par rapport à C,,, est un cercle A. 


Première remarque. — Marquons sur Aun segment AB de longueur L, 
ayant pour milieu le point O, projection orthogonale sur A du centre 
de C,.,; l’image de AB par rapport à G,,, est un arc du cercle A’, dont 
je désigne la longueur par L’. | 

Si des arcs de courbes sont tracés à l’intérieur des cercles C,, ..., C,, 
et si leur longueur totale / est assez petite, la somme des longueurs de 
leurs images par rapport à C,,, est inférieure aL’; il suffit par exemple 
que {soit inférieure à la longueur CD découpée sur A par le plus grand 
cercle concentrique à C,,, laissant à son extérieur les cercles C,, ..., C,, 
et que L soit supérieure à CD; car si l’on étale sur CD les arcs de 
‘courbes, on les rapproche de C,,,, on augmente la longueur de leurs 
images, et celle-ci reste inférieure à L’. 

Si la longueur totale / est égale à fL (f <1), la longueur des images 
sera une fraction de L’, /’L’; /’ est en général supérieur à /, mais a, 
quel que soit f entre o et 1, une limite supérieure a; de sorte que la 
longueur des images par rapport à C,,, est inférieure à aL’. 
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Seconde remarque. — Prenons sur A’ ou à l’intérieur de ce cercle un 
point z; soit Z l’une quelconque de ses images successives par rapport 


4 “ 72 e dé 
aux cercles C,,...,C,; d’après l'hypothèse, la série pa Fd est conver- 


gente; sasomme a un maximum M dans A’; si s décrit dans A’ des arcs” 


dont la longueur est /,, ses images © décrivent des arcs dont la longueur 
totale est inférieure à /,M. ; 

Ceci posé, partons d’une longueur À prise sur A au voisinage du 
point O; la somme A, deslongueurs de ses images € est finie; elle tend 
vers zéro avec A; en prenant A suffisamment petit, on aura 


À + À < CD < L. 


Les images de toutes ces longueurs relativement à C,,, ont une lon- 


gueur totale À, qui, d’après la première remarque, satisfait à l'inégalité 
hee 


Les images € de ces longueurs A, ont une longueur totale À, << L’M; 
nous prendrons la longueur L, jusqu'à présent assujettie à être supé- 


rieure à CD, telle que l’on ait = L'> aL'M; c’est possible parce que 2 


augmente indéfiniment avec L. Nous avons donc 
L I 
1<—L<-L. 
2a 2 


En diminuant au besoin À, on peut supposer en outre A, < CD. Les 
images des longueurs À, par rapport à C,,, ont une longueur A, 


I 
À, < -alL!. 
2 
En continuant le mème raisonnement, on arrive aux longueurs 
à — aL! 
an+2 gals 
—L; 
2n+1 aed 


comme Rane tend vers zéro, il existe une valeur de n à partir de 
laquelle il n’y a plus besoin de diminuer À pour avoir Ans, << CD. 
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I [| 
L+-L+—L+. 
2 2 
LA ec: ! I I 
aL'+-aL'+—aLl'+ 
2 2 


sont convergentes; la série À + À, + À, +... l’est donc aussi; or on à 
obtenu par le procédé utilisé une image quelconque de la longueur À 


par rapport LES ones cercles donnés; donc la série Ee étendue à. 


toutes ces images est convergente en O et, d’après le lemme, en un 
point quelconque de l’aire A. 


VII. — Polygone fuchsien ou kleinéen. Second cas. 


9. L’aire A, d’un seul tenant et simplement connexe, estlimitée par 
des arcs de cercles; les angles de ce polygone sont nuls ou ont pour. 


T , : ve : 
valeur n° 7 étant entier; les régions successives couvrent une seule 


fois une partie du plan; A est la moitié d’un polygone fuchsien ou 
kleinéen symétrique. Je me bornerai au cas où A est Un triangle dont 
aucun des angles n’est nul. 

Si la fonction g(z) est connue, l’équation 


wh — e— 8 (2) 


_établit la représentation conforme de A sur un cercle, le point 5, 
ou g(z) est infinie correspondant au centre du cercle; la relation 


_ fait correspondre à A la partie du plan complexe Z, située au-dessus de. 
l’axe réel. On connaît la fonction z(Z,), dont on a différentes expres- 
sions, soit comme quotient de deux intégrales d’une équation de 
Gauss, soit comme intégrale d’une fonction algébrique (intégrale de 
Schwartz ct de Che), Il peut être intéressant d'obtenir l’expres- 
sion de Z, en fonction de 3; c’est une fonction fuchsienne /(<). 
Le polygone générateur du groupe est de genre zéro; toutes les fone- 
tions fuchsiennes sont des fonctions raqionivelliés de f(s); on-sait 


118 GEORGES LERY. 


former la fonction g sur la surface de Riemann correspondante 
(Chap. II, n° 3): 
J (4) —S (41) 


ES ETC à 


3, étant l’image de z, qui se trouve dans la seconde moitié du polygone 
générateur. 
: T T 
Désignons par a,, @,, a, les sommets du triangle A, par ris eT 


les angles. Je considére la série théta-fuchsienne 
I I dt’ \* g é 
MSs Say ee waa eee #2 | ae de 


p,est un entier positif; les différentes sommes sont étendues aux 
groupes d'images de rang 1, 2, etc. La fonction 0 (z) admet évidem- 
ment a, comme pôle d'ordre p, et n’a pas d’autre pôle que a, et ses 
images; on sait qu’elle est nulle en a, et a,; soient p, et p, les ordres 
respectifs de ces zéros. En se reportant à une formule démontrée par 
M. Poincaré (Acta math., t. I, p. 219), on trouve que le nombre des 
zeros de 0, intérieurs à A, est 
M Dee Pa + 2 Pr ele 
pe ape ee nes 


afar 
2 m, Ms M3 


P2+ 2 et P3 + 2 


renons = 2; 
P Pi fe Pia ms 


sont des entiers positifs; p, est positif 


ou nul; on a donc 
Pe +2 es, P3t+ 2 
Ms ms 


Po—9; 


=I, 


0(z) n’a pas de zéro à l’intérieur de A. 
Considérons de même la fonction 


na mets LL (SE) +. <a 


elle est infinie en a,, nulle en a, et a,, avec les ordres m, — 2 
et m,-— 2; elle n’a pas de zéro dans A. 
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La fonction fuchsienne 


n’a ni pôle, ni zéro dans A; elle est nulle en a,, finie en à, infinie 
en @;; on vérilie sans peine que la formule 


SAT 


donne la représentation conforme de A sur la partie du plan com- 
plexe Z, située au-dessus ou au-dessous de l’axe réel; f(z) est la 
fonction cherchée. 

On formera de la même façon f(z), quel que soit le nombre des 
sommets du polygone A; si certains des angles sont nuls, il faut modi- 
fier la formule qui donne p, (loc. cit., p. 224); on trouve encore 


Po — 0: 


CHAPITRE VI. 


APPLICATION DES IMAGES A QUELQUES PROPRIÉTÉS 
DES COURBES ALGÉBRIQUES. 


I. — Sur les points imaginaires en géométrie plane. 


1. La représentation géométrique des points imaginaires des 
courbes a préoccupé plusieurs savants : il suffit de rappeler les tra- 
vaux de Poncelet et de von Staudt. Considérons une courbe algé- 
brique C, ayant pour équation 


F(x, y) = f(s, 2!) =0; 


dire qu’un point imaginaire, æ= a+ bi, y = c+ di, appartient à la 
courbe, c’est dire que l’on a 


F(a+ bi,c+di)=fla—d+i(b+c),a+d+i(b—c)]=0; 


donc les deux points qui ont respectivement pour première et seconde 
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coordonnées 
zs=œa—d+ib+c), {—=a+d+i(b—c) 


sont images par rapport à C; on peut les figurer géométriquement. 
Inversement, à un couple d'images, 4 = « + fr, C=y+ di, corres- 
pond un point imaginaire de la courbe 


B+d: a—y, p—8 


NES 2 ? Jo ot 2 


Au même couple pris dans l’ordre inverse, 3= y — 10, (=a — 16, 


correspond le point imaginaire conjugué. Enfin, deux images confon- ~ 


dues donnent un point réel de C. 

Deux courbes C et C,, d'ordres respectifs m et m,, ont mm, points 
communs, c’est-à-dire qu'il y amm, couples de points (p, g) qui sont 
associés à la fois par rapport à C et C,. Si p et g coincident, on a un 
point réel d’intersection; si p et g sont distincts, ils représentent un 
point imaginaire; comme les courbes C et C, sont supposées réelles, 
au point imaginaire représenté par (p, 7) répond le point imaginaire 
conjugué (9, P) 

Cette représentation des points imaginaires des courbes est due à 
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge- 
briques); elle montre d’une façon lumineuse les relations qui existent 
entre des propriétés, en apparence fort différentes, des cycliques et 
des cyclides. Nous avons vu combien cette représentation est utile 
pour l'étude de la fonction de Green; elle va nous permettre de démon- 
trer simplement plusieurs propositions relatives : aux courbes algé- 
briques. | 


II. — Nombre des ovales d'une courbe de genre p. 


2. La courbe algébrique C est tracée sur la surface de Riemann 5 
qui lui correspond; tout point m de a un associé bimn n'est confondu 
avec u. que s’il est sur un are de C. | 

Harnack a démontré qu'une courbe de genre p est composée de 
p + 1 ovales au plus. Pour vérifier cette propriété, nous supposerons 
que les foyers de C sont distincts, que les points multiples sont des 
points doubles à tangentes non confondues et: qu'il n’y a pas de singu- 
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larité à l'infini; si ces conditions ne sont pas réalisées, on fera une 
transformation birationnelle convenablement choisie, ce qui ne modifie 
ni le genre, ni le nombre des ovales. On peut ensuite transformer X en 
un disque plan à p trous. | 

Sur =, la courbe C n’a pas de points doubles et se compose donc 
d’ovales qui ne se coupent pas mutuellement. 

Si & de ces ovales isolent sur Zune région &,, ils constituent toute 
la courbe C; en effet, le point m ne peut sortir de X, sans que wy entre, 
en traversant le bord de ©, au même point que m; l’un des deux points 
est donc dans &,, l’autre à l’extérieur, et ils ne peuvent coincider que 
sur le bord de X,. Donc C n’a pas de point en dehors de ce bord. 

Comme p + 1 contours fermés, tracés sur la surface et ne se coupant 
pas mutuellement, détruisent la connexité, C comprend p + 1 ovales au 
plus. COS TD: 


3. La méthode suivie dans la démonstration précédente permet 
d’obtenir bien des renseignements sur la disposition des ovales; voici 
un exemple : si un ovale de C divise le plan en deux régions dont l’une 
ne contient pas de foyer, C se compose de ce seul ovale; car ce trait, 
supposé tracé sur les feuillets de la surface de Riemann, est sur l’un 
des feuillets qu’il divise en deux parties, dont l’une, ne contenant pas 
de point deramification, ne touche pas aux autres feuillets; elle cons- 
titue Z,, et X est bien divisée en deux. On peut ajouter que la courbe C 
est unicursale; car, si la surface X avait un trou, on pourrait tracer un 
contour non réductible à un point par déformation continue; le con- 
tour associé serait situé sur », et serait réductible à un point, ce qui 
est impossible; donc p est nul. On en conclut que la fonction ¢ (s) 
ne peut être uniforme dans une aire A limitée par un ovale de C que 
si cette courbe est unicursale (cf. Chap. III, n° 3). 


III. — Ovales virtuels. 


4. Deux circonstances peuvent se présenter : X est divisée par les 
ovales de la courbe C, ou ne l’est pas. Dans le second cas, considérons 
un point a et son image #; je trace un chemin A, ayant pour extré- 
mités a et x, ne rencontrant pas les ovales et ne se coupant pas lui- 
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même: le chemin associé À’ a les mêmes propriétés; À et A’ forment 
un circuit tel que, si un point m le parcourt, l’associe p. le décrit aussi, 
mais sans coincider constamment avec m; je dirai que ce circuit est 


un ovale virtuel de C. 
Par exemple, l’équation 


représente un cercle C n’ayant pas d’ovale réel; je trace le cercle T qui 
a pour-centre l’origine et pour rayon l'unité; si un point m le décrit, 
son image x par rapport a C le décrit également, dans le même sens; 
T est un ovale virtuel de C. D’après sa définition, un ovale virtuel est 
déformable; dans cet exemple, tout cercle coupant diamétralement I 
est un ovale virtuel de C. 

De même l'équation 


(z?— c?) (s?— c?) —at=0 (a>c) 


représente une courbe de Cassini, de genre un, qui a un seul ovale 
réel; la surface de Riemann se compose de deux feuillets sur l’un des- 
quels est tracé l’ovale; la projection de celui-ci sur l’autre feuillet est 
un ovale virtuel de la courbe... 

Revenons au cas général. On peut tracer le chemin À de manière que 
l’ovale virtuel I ne se coupe pas lui-même; carsi À et A’ se rencontrent 
en un point, il est visible que ce point coincide avec son associé : or, 
par hypothèse, À ne rencontre pas les ovales de C; si À et A’ se rencon- 
trent en un nombre impair de points, le point du milieu doit être aussi 
sur C; si le nombre des points de rencontre est pair, on réduit A et 0’ 
aux segments du milieu. | 

Comme un ovale réel, T a les propriétés suivantes : 1° si m le décrit, 
1 le parcourt également (mais sans rencontrer mn) ; 2° si m le traverse, 
v. le traverse aussi (mais en un point différent); 3° si m quitte T d’un 
côté, ule quitte du côté opposé, car la surface © est bilatère et la cor- 
respondance entre m et 11 change le sens des angles. On en conclut 
qu'un ovale virtuel n’est pas réductible à un point, sinon un point m 
de la région balayée aurait son image x en dehors de cette région, 


2 serait divisée en deux parties dont l’une, et par suite l'autre, n’au- 


rait pas de trou; C serait de genre nul. 
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oe ane 

9. Si Xn’est pas divisée par les ovales réels et l’ovale virtuel F, on 
tracera un nouvel ovale virtuel, et l’on continuera jusqu’à ce que X soit 
divisée ; on a alors sur E des ovales qui ne se coupent pas mutuelle- 
ment, en nombre p +1 au plus. 

On doit se demander si Z ne peut être divisée par ces ovales en plus 
de deux régions. Soit l’une, X,, d’un seul tenant; lorsque m sort de &,, 
p y entre; donc la région associée X, est contigué à 3, le long du 
bord de celle-ci et n’a pas d'autre bord; £, et 3, couvrent toute la sur- 
face X. 

Je me propose d'étudier la disposition des ovales sur X. 


IV. — Les ovales réels et virtuels sont des circuits C,. 


6. Sur la surface E, transformée en disque plan percé de p trous, on 
a l'habitude de tracer deux sortes de circuits; les uns, C,, forment les 
bords intérieurs (A =1,2,...,p) et le bord extérieur (hk =p +1) du 
disque; les autres, D,, coupent chacun deux des circuits C,. Tout 
circuit tracé sur Z peut être ramené par déformation continue à se 
composer de circuits C, et D,, qui se raccordent directement ou au 
moyen de doubles traits; mais, si ce circuit est un ovale de C, nous 
allons voir qu’en construisant convenablement la surface Ë, on le rend 
réductible à des doubles traits et des circuits C,, sans circuits D,; 
autrement dit, un ovale qui passe de la face supérieure du disque a la 
face inférieure en coupant un circuit C, revient en traversant le méme 
circuit. 

La surface de Riemann, sous son premier aspect, est composée de & 
feuillets, F,, F,, ..., Fy; F, et F, sont raccordés le long d’une coupure 
qui joint deux foyers convenablement choisis; de même F, et F;, ..., 
F,_. et F,_,; les derniers feuillets, F;_, et F;, se raccordent le long 
de p + 1 coupures, qui joignent deux a deux 2(p +1) foyers; mais il 
faut remarquer qu’on peut modifier comme on veut ces coupures en 
accouplant comme on veut les foyers qui les limitent. Ceci posé, un 
ovale C’ de la courbe C n’est pas tracé tout entier sur F,, sinon il est 
réductible à un point et pest nul; il passe donc de F, sur F, en rencon- 
trant la première ligne de croisement en un nombre pair de points; 
une déformation continue (en passant au besoin par le point à l'infini) 
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amène C’ à glisser de F, sur F,; et ainsi de suite, jusqu’au feuillet F;_.. 
On peut done négliger ces feuillets et regarder C’ et les autres ovales 
comme tracés sur F;,_, et F,. Marquons par des chevilles les foyers qui 
intéressent ces deux feuillets et tendons les ovales comme s’ils étaient 
des fils, de manière à former des doubles traits et des boucles qui 
entourent chacune deux chevilles. Il n’y a pas deux boucles qui aient 
une seule cheville commune, sinon elles se rencontreraient sur la 
surface de Riemann; ni de trait simple qui soit à l’intérieur d’un 
double trait, sinon la surface © ne serait pas divisée par les ovales. 
Nous pouvons donc prendre comme ligne de croisement le tracé de 
chaque boucle; de sorte que les ovales se composent de circuits C; et 
de doubles traits. Cs 00R IR. 


V. — Disposition des ovales. 


7. Prenons d’abord une courbe de genre deux composée de trois 
ovales; ils divisent Zen deux régions >’ et X”; aucun d’eux ne peut être 
réduit par déformation à un point, sinon la région balayée serait Z par 
exemple, et C ne peut avoir de traits en dehors du bord de 2’; iln’ya 
pas non plus deux ovales entourant un même trou, sinon l’anneau 
compris entre eux serait Z’ et le troisième ovale n’existerait pas; une 
seule disposition est donc possible : les ovales forment les trois bords 
du disque. 

Il en est de même en général : la courbe C comprend p + 1 ovales 
qui sont les circuits C,. Démontrons-le. 


8. Les contours C, divisent le disque en deux parties, la face supé- 
rieure &, et la face inférieure XZ, ; soit C, l’image de C,; les circuits C, 
forment les bords de deux régions 2, et X,, respectivement homéo- 
morphes à X, et X.. À: | | 

On voit sans peine que, si un circuit C, est un D,, tous le sont; or 
prenons un ovale C’, qui est une combinaison de C,; il est sa propre 
image, donc est une combinaison de C;, qui par suite ne peuvent être 
des D,. 

La région &, est bordée par des C,, elle recouvre dans son ensemble 
soit Z,, soit 2,, les bords pouvant ne pas coincider exactement. 
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Choisissons sur les bords de X, un sens tel que l’aire À, soit à gauche; 
le sens correspondant sur les bords de ¥; sera tel que X' soit à droite. 
Si Z, coincide dans son ensemble avec &,, il est impossible qu'il existe 
un ovale réel ou virtuel C’, puisqu'il est parcouru par m et uv. dans le 
meme sens et est équivalent soit à des bords de £,, parcourus dans un 
certain sens, soit à des bords de =), parcourus dans le sens contraire. 
Comme il existe des ovales C’, Z recouvre Ly. 

Deux hypothèses sont alors possibles : 


1° Un circuit C, et son associé C' entourent le même trou; ils 
forment les bords d’une sorte d’anneau sur lequel se trouve un ovale 
réel ou virtuel ; | 

2° C' entoure le même trou que C,; prenons C, confondu avec Ci, 
C, est confondu avec C,; il ne peut exister un ovale C’ entourant C, 
sans entourer son image C,, puisque C’ est son propre associé; donc C, 
et C, ne sont pas séparés par un trait de C et l’on peut aller d’un point 
de C, à son image sur C, par un chemin À ne rencontrant pas la 
courbe C; donc = n’est pas divisée, ce qui est contraire à ce que nous 
avons supposé. 


La seconde hypothèse doit être rejetée, un circuit C, et son image C, 
entourent le même trou, C comporte p + 1 ovales réels et virtuels qui 
sont chacun un C;. 


9. En coordonnées cartésiennes ou isotropes, les équations de la 
courbe C sont | : 
F(z, y)= fle rity, æ—iy)—0; 
soit r(æ, y) une fonction rationnelle à coefficients réels; je considère 
l'intégrale re 

TC, Y d. 
1=3f ey) a 
i Beis, 7) 
Si nous passons aux coordonnées isotropes, nous avons 


! ! 
LE EE ON 


ne, 7) = (==, 


MM T2 


aR, ou 


dx = =: (dz + da!) — A a Là ds, 
Pris): 
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d'où finalement 


Il n’est pas nécessaire que z et z’ soient imaginairement conjuguées ; 
on doit OUTER parla fonction ((s) que définit l’ équation f(z,0)=0; 
mais si z et z sont imaginaires conjuguées sur le chemin d'intégration, 
la valeur de I est purement imaginaire. La fonction rationnelle R(, 3’) 
vérifie l'identité 8 

CR R(z, z')—R'(z!,3)=0. 


Si le chemin d'intégration est l’un des ovales de C réel ou virtuel, on 
voit de suite que la valeur I est purement imaginaire, donc les pé- 
riodes c, correspondantes sont purement imaginaires. Un circuit D, 
qui rencontre deux ovales réels donne une période réelle; un circuit D, 
qui rencontre un ovale réel et un ovale virtuel, ou deux ovales virtuels, 
donne une période imaginaire. 

Intégrales de première espèce. — Un polynome adjoint d’ordre m — 3 
est de la forme 

r(x, #1 = r1(æ, y) = +» rp(2, M }s 


les coefficients des polynomes r, ke on en déduit 
R(z, 3')=A, Rulses + Ap R,p(-, 2’); 


les polynomes R, satisfont a l'identité ce ), et R également, si les para 
mètres À; sont réels. On a ainsi l'intégrale 


=, Les + À, LE 


On peut choisir les polynomes r, de façon que l'intégrale I, ait pour 
période 271 le long des contours C, et C,+,, et zéro autour de chacun 
des circuits analogues. 


Intégrales de troisième espèce. — Il y a une infinité d’intégrales de 


troisième espèce, infinies en deux points associés z, et z, comme log - 
Ars Z— By 


ét log — —; si l’une d’elles est 
3] 


k=f" WG, Cds 
A(z, 0) Ja(s, €) “a 


à si se 
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ou A représente le polynome 


EAN LES 
NE es shit 1 |, 
BLUES C1 


les autres sont comprises dans la formule 
RD. els 


Les deux infinis logarithmiques étant des points associés, on peut 
supposer que le polynome adjoint R vérifie l’identité (1). 


VI. — La fonction gz. 


10. Si les coefficients À qui figurent dans l’intégrale J sont réels, les 
périodes c, sont purement imaginaires ; la partie réelle de J, soit U, 
est uniforme sur chacune des faces du disque. Pour qu’elle soit uni- 
forme sur le disque entier, il faut que les parties réelles des périodes d, 
soient nulles; on a ainsi p équations linéaires à coefficients réels pour 
déterminer les paramètres A; Le déterminant du système n’est pas nul, 
sinon il existerait une fonction harmonique uniforme sur 3, régulière 
en tout point, ce qui n’est pas. Il y a donc pour les À une solution 
unique, ce qui démontre l’existence de la fonction de Green U et de la 
fonction g, infinies aux points associés m, et Uo. 

Le long de deux chemins associés, les variations de U sont opposées; 
on peut choisir la constante d'intégration qui entre dans g de manière 
qu’en deux points associés quelconques les valeurs de U soient oppo- 
sées ; alors U est nulle sur tout ovale réel de C; en deux points associés 
sur un ovale virtuel, U a des signes contraires. 

Le lieu des points où U a une valeur constante À est une courbe 
analytique I), composée de un ou plusieurs ovales. La courbe F,. est 
un ovale infiniment petit entourant le point m,; si À décroit, cet ovale 
grandit en balayant X; il peut se rejoindre lui-même en entourant un 
trou; il acquiert alors un point double, puis se décompose a: deux 


ovales qui continuent à balayer 2; le point double est un zéro de À 3. Le 


même fait se produit plusieurs fois, et, pour À = 0, on a une courbe, 
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dont font partie les ovales réels; soit Z la région balayée, dans laquelle U 
est positive et qui est d’un seul tenant. Lorsque A décroit de o a = 
la courbe I’, subit les déformations contraires et se réduit au point ft, 
en balayant une région 2”. | 

La courbe I, sépare ainsi Z en deux régions images. Si elle ae 
présente pas de points doubles, on peut reconstruire X, comme on l’a 
vu au n° 6, de façon que les ovales de T, soient réductibles à des 
circuits C,, et l’on voit sans peine que I’, se compose de p + 1 ovales, 
qui sont chacun un circuit C, et forment des ovales réels ou virtuels 
de G. Si T, présentait des points doubles, on raisonnerait de la même 
façon sur la courbe [,, infiniment voisine de F,; comme le nombre des 
points doubles est fini, il y a une infinité de valeurs de < tendant vers 
zéro pour lesquelles I’, se compose d’ovales distincts. On arriverait à la 
même conclusion pour I,. 

Les deux régions Z’ et Z” sont donc la face supérieure et la face infé- 
rieure du disque. On peut fixer les ovales virtuels en convenant de les 
confondre avec les ovales de T',; ils sont déterminés sur Z lorsqu'on a 
choisi le point m,. | 


VII. — Groupe de Poincaré correspondant à la surface Z. 


11. On peut représenter la surface de Riemann correspondant à une 
courbe algébrique sur un polygone fuchsien ou kleinéen de la troisième 
famille, limitée par 2p cercles extérieurs deux à deux; H. Poincaré a 
énoncé cette propriété [Sur les groupes des équations linéaires (Acta ma- 
thematica, t. IV, Conclusion)]; M. Osgood et M. Keebe ont représenté des 
_ surfaces de Riemann à connexion multiple sur des aires de Schottky; 
étude détaillée que nous avons faite de la surface Z permet de 
démontrer simplement la propriété en question, lorsque la courbe 
algébrique C est réelle. 


Surface de Riemann indéfiniment prolongée. — Prenons dans un plan 
un cercle c,,, et des cercles c,, c., ..., c,, deux à deux extérieurs et 
contenus dans c,,,; ils limitent une aire o’ qu’on peut faire corres- 
pondre à X’ au point de vue de l’Analysis situs, de manière qu’à 
l'ovale C, corresponde le cercle c,. Si C, est un ovale réel, prenons 


pre 
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l’image de o’ par rapport à c, ; c’est une aire 5, que nous pouvons faire 
correspondre : à une portion de surface ', recouyrant x” et raccordée 
à le long de C,; elle est limitée par des bords qui recouvrent Cy, 
Cp+1- Si C, est un ovale virtuel, nous prendrons l’image de o’ par cr 
ac, et la symétrique de cette image par rapport au centre de c, pour 
avoir o,; grâce à cette précaution, on peut faire correspondre i à deux 
points associés sur Z’ et | deux points associés de o’ et 0’. On définit 
aMIsi Zp ete (Es 1/2; aN Diet o () 34; ae, p Hi TER), et 
ainsi de suite; les portions de surface Z, dont chacune est raccordée 
à la précédente le long d’un ovale de C, forment une surface de 
Riemann S’, recouvrant indéfiniment » et qui a un bord C,,,; les 
régions ¢ se correspondent les unes aux autres par les substitutions 
d’un groupe fuchsien ou kleinéen symétrique, dont o’ est le demi- 
polygone générateur ; elles finissent par atteindre tout point de l’aire s’ 
intérieure au cercle c,,,, à l’ exception des points singuliers du groupe; 
S’ est représentée sur s’. 

Il s’agit de prouver qu’on peut choisir les cerclesc,,..., c, de manière 
que la correspondance entre S’ et s’ soit une représentation conforme. 


12. La fonction de Green pour S'. — Le domaine S’ peut être 
recouvert par une infinité dénombrable de cercles, tout point de S’ étant 
intérieur à l’un des cercles au moins; on sait faire le balayage d’un 
cercle, même quand c’est un élément polaire ou algébrique de S’. 
= Partons d’une fonction égale à U sur Z’ à zéro sur le reste de S’; le 
balayage donne une suite de fonction u,,u,,..., Uz, dort les propriétés 
sont connues; si cette suite a une limite u en un point de S’, elle en a 
une en tout point. 

La courbe C,,, est analytique; on pont la faire correspondre point 
par point à un cercle D, de manière qu'une région A, en forme d’anneau 
sur © et bordée par C,,,, soit représentée conformément sur un 
anneau analogue B ayant pour bord intérieur D, ; on peut supposer 
que D, a pour rayon l'unité ; traçons dans B un cercle concentrique D,, 
de rayonr, >1. 

La fonction u,, considérée sur B, est harmonique, sauf sur des 
lignes qui sont lignes de discontinuité pour les dérivées; c’est un 
potentiel, D ir par des masses affectées du signe moins, réparties 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Mar 1915. ity) 


sur les lignes de discontinuité. Sur deux éléments correspondants deA 
et de B, les masses sont égales; la somme de toutes ces masses est 
inférieure à 1. | 

Prenons dans l'anneau B des coordonnées polaires 7 et w; soit 


= ae Judo 
27 


la valeur moyenne de u, sur un cercle de rayon r(1<r<r,),concen- 
trique à D,. Ona 


d’après la formule de Green, le second membre est la somme des masses 
intérieures au cercle; donc 


ad abet 
"ar gt 2 APR 
Intégrons der =1ar=r,, en appelant J, la valeur de J sur D, et en 


remarquant que la valeur de J sur D, est nulle : 
J,< logr;. 
Il ya donc sur D, un ensemble de points E, pour lesquels on a 
ux <logr;; 


l'inégalité w,,, >, montre que l’ensemble E;,,, qui ne se réduit pas 
à rien, est contenu dans E;; il existe au moins un point commun à 
tous ces ensembles; en ce point la suite des fonctions u, a une limite. 


13. Propriétés de la fonction de Green. — La fonction u est harmo- 
nique en chaque point intérieur à S’, sauf en m, où elle est infinie 


comme log = et positive. Elle est nulle sur le bord C,,,, car elle est 


au plus égale dans l’anneau A à une fonction harmonique prenant la 


valeur zéro sur C,,, et les mêmes valeurs que u sur le second bord; la 
du 


dérivée normale =, est limitée et continue sur C,,,. 


Soit A-une constante arbitraire positive; les courbes I’, définies par 
9 ’ . . 
Péquation u=A, sont analytiques sur S’; elles sont représentées sur s’ 
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par des courbes continues; À variant de + à 0, elles balaient s’ 
en partant du point m,, peuvent acquérir des points doubles et se 
décomposer en plusieurs ovales ; l’un d’eux vient s'appliquer sur c,,,; 
on ne sait pas comment ces courbes se comportent au voisinage des 
points singuliers du groupe. 

Si l’on démontre qu’elles n’acquiérent pas de point double, qu'il n’en 


passe qu’une par chaque point limite, que l'intégrale » = [Has 


prise le long de chacune d’elles, a un sens même quand la courbe passe 
par un point limite et a pour valeur 27, on aura prouvé que l’équa- 
tion Z = e““* donne la représentation conforme de S’ sur l’intérieur 
d’un cercle. 

Pour démontrer ce qui précède, on va étudier la fonction u sur le 
domaine S’ rendu simplement connexe. 


14. Surface de Riemann simplement connexe. — Pour fixer les idées, 
on peut supposer que les cercles c,, ..., c,,,, qui bordent o’, sont 
orthogonaux à un même cercle y; les points singuliers du groupe, qui 
est alors fuchsien, sont alignés sur y; les points de y qui ne sont pas 
singuliers sont les points intérieurs à une infinité dénombrable d’arcs 
de y; les extrémités de ces arcs et leurs points limites sont les points 
singuliers du groupe. 

On rend le domaine s’ simplement connexe en le coupant par un arc 
de y, depuis l’un des points de rencontre dec,,, et de y, soit, jusqu'au 
dernier point singulier que l’on trouve. La coupure contient, comme 
nous avons vu, une intinité d’ares réguliers; soit «6 le premier de ces 
arcs, et soit 0, le domaine s’ coupé. 

Suivons c,,, dans un certain sens; adjoignons 26, un domaine géome- 
triquement identique 0,, raccordé à 9, le long de l'arc a8, puis a 6, un 
domaine 6,, raccordé à 0, le long de «B, et ainsi de suite; en tournant 
dans l’autre sens, nous ajouterons de même 0_,, §_, .... On forme 
ainsi un domaine infiniment prolongé #,, bordé d’une part par le 
cercle c,,, répété une infinité de fois, d'autre part par des lignes 
superposées à la coupure (moins l’arc af). Prenons un arc régulier de 
la coupure «'f, et ses homologues sur le hordide 0, 0,;:.., 02, Hi 
adjoignons a chacun de ces domaines un domaine identique a 0, et qui 


132 GEORGES LERY. 


lui soit raccordé le long de «’8’ ou de l’arc homologue; ces nouveaux 
domaines forment un ensemble ¢,. Il y a une infinité dénombrable 
d’arcs réguliers sur les coupures qui bordent £, et¢,; on peut continuer 
les opérations précédentes et définir un domaine T, contenant Z,, ¢, et 
les domaines analogues, simplement connexe, régulièrement multiple 
de s’, ou plutôt de S’. 

La fonction u est définie en chaque point de T. La fonction de Green 
existe pour le domaine T, car le balayage fournit une suite croissante 
de fonctions, toutes inférieures à uw. Le domaine T est représentable 
sur un cercle Q. Deux hypothèses sont possibles : en deux points de 4, 
et de ¢,, géométriquement superposés, la fonction de Green prend deux 
valeurs égales, ainsi que la fonction conjuguée, ou non. Dans le 
premier cas, on peut dire que T se réduit à £,, 0, et 0, se raccordent 
par tous les arcs réguliers de la coupure. Nous allons voir que c’est le 
seul cas possible. 

15. Examinons la seconde hypothèse. A l’arc C,,,, considéré comme 
bord de 0,, 0,, ..., correspondent des arcs a,, a, ..., consécutifs sur 
le cercle Q et dont les extrémités ont pour limites deux points a et b 
du cercle. Mais C,,, est bord d’autres domaines faisant partie de T, 
t, par exemple; les arcs correspondants de Q ont une longueur non 
nulle, car on peut trouver une limite inférieure non nulle de la dérivée 
normale de la fonction de Green, le long d’un arc fini de C,,,, consi- 
déré comme appartenant à un domaine bien déterminé; ces arcs sont 
réparus sur l’arc ab du cercle Q qui ne contient pas &,, a, .... 

A chaque point de 0, correspond un point de 6, qui lui est super- 
posé; il existe donc une substitution linéaire [S] qui transforme la 
représentation de 4, sur Q en celle de 0, ; elle change de même 0, en 0,, 
0; en 0,,,, a; en &;,, : C’est une substitution hyperbolique ayant pour 
points doubles a et b. La fonction u, considérée sur le cercle Q, reste 
inaltérée par [S]; le centre de Q, qui correspond au point m,, est 
transformé, par l'application répétée de [S], en un ensemble de points 
répartis sur un arc de cercle passant par a et b et qui tendent vers a 
et b: ce sont des infinies de w. 

On passe de l’un des domaine 6; au domaine adjacent qui fait partie 
de ¢, par une substitution [S,]; cette substitution transforme l’ensemble 
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précédent en un autre dont les points sont encore congruents pour la 
substitution [S]; ils sont distribués sur un arc de cercle ab. Les deux 
arcs de cercle ab se correspondant par [S,], ‘cette substitution est 
elliptique, avec a et b comme points doubles. Or l'application répétée 
de [S, ] transforme les infinis déjà obtenus en d’autres infinis de U qui 
représentent des points de T, donc doivent être intérieurs au cercle Q, : 
ce qui est contraire aux propriétés des substitutions elliptiques; il faut 
rejeter la seconde hypothèse. 


16. Le domaine ¢, est donc représenté sur Q : les points de ¢,, par 
exemple, sont représentés sur les points correspondants de ¢,. Consi- 
dérons encore les arcs a; et la substitution [S], dont les points doubles a 
et à peuvent être maintenant confondus. L’aire 5’ coupée est repré- 
sentée sur une région du cercle attenante à l’arc «,; la substitution [S] 
répétée la transforme en une sorte de croissant ayant pour pointes a 
et b. Au lieu de o’, prenons l'aire 6° ,,,, .obtenue par image de la 

précédente, d’abord par rapport au cercle c, (qu’on suppose contenir 
l'extrémité de la coupure), puis par rapport à l’image de c,,, par 
rapport ac,. Il est clair qu’on pourrait partir du domaine 2, ,,,, comme 
on est parti de &’, pour reconstruire le domaine S’; on retrouverait un 
domaine superposable à S’. On passe donc de la représentation de o’ à 
celle de 5° ,., par une substitution [S,], qui transforme le premier 
croissant en un autre ayant pour pointes a et b. Donc [S,] est une 
substitution elliptique, si a et b sont distincts; c’est impossible, parce 
que l’application répétée de [S, | devrait transformer le premier crois- 
sant en un domaine toujours intérieur à Q. Par suite, a et b sont 
confondus; [S] est une substitution parabolique; les infinis de la 
fonction u sont, dans Q, le centre et les points congruents par [S]. 


17. Il est facile de déterminer une fonction u,, uniforme dans Q, 
inaltérée par la substitution [S], harmonique en tout point intérieur, 


infinie comme log - aux mêmes points que u, et nulle sur le bord, sauf 


peut-être en a. En effet, une inversion transforme le cercle Q en 
droite, le centre en un point z, de l'axe réel, la substitution [S] en 


une translation 277; u, est la partie réelle de la fonction g(z) définie 
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par l’équation 
e% e= —1 
es (2) — ———____.. 
e? — e%o 


’ d 
Il n’y a pas de point de distance finie où = est nul; done les 


; is as d ; 
courbes u,=A n’ont pas de point double; l'intégrale {FZ ds a un 


sens sur chacune de ces courbes et ne dépend pas du chemin suivi 
entre deux points donnés, à condition que ce chemin se déforme sans 
passer par un infini. 

La fonction w, est uniforme sur S’, répond à toutes les conditions 
demandées pour u; S’ est représentable sur l’intérieur d’un cercle c,... 

Toutes les opérations faites sur le domaine £’, parcouru par un 
point m, peuvent être effectuées sur le domaine &”, parcouru par le 
point associé u; nous partirons de la partie réelle de g(z), infinie 


I . . 
en uz, comme — log—- On obtient une fonction u,, prolongement ana- 
. r 


lytique de la fonction u, au dela de C,,,; u, est définie dans un do- 
maine S” analogue à S’; l'ensemble de S’ et S” est représenté sur le 
plan tout entier; m et x correspondent à deux points images par 
rapport ac,,,, considéré comme cercle réel ou virtuel suivant que C,,, 
est ovale réel ou virtuel. 


18. On pourrait remplacer le bord initial C,,, par l’un des autres 
ovales, C, par exemple. On aurait une seconde représentation du 
domaine total (S’+ S$”) sur un plan; on passe d’une représentation à 
l’autre par une substitution linéaire; donc à l’ovale C, correspond dans 
la première un cercle c,; l’aire Ÿ’ est représentée sur une aire plane 
bordée par p + 1 cercles, c’est-à-dire sur demi-polygone fuchsien ou 
kleinéen, qui est de la troisième famille puisque les cercles ne sont 
pas sécants. | 

Cette représentation est avantageuse pour deux raisons : 1° on 
n’introduit pas de coupures artificielles sur la surface de Riemann 3; 
2° comme les séries 0 du degré m= 2 sont convergentes pour un poly- 
gone de la troisième famille, on peut représenter par des intégrales de 
ces séries les intégrales abéliennes, ce qui donne une correspondance 
parfaite entre les deux théories, | 
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On étend sans peine ce qui précède à une courbe algébrique non 
réelle ; la surface de Riemann est représentable sur un polygone de la 
troisième famille non symétrique. 

La même méthode permet de montrer qu’il est possible de repré- 
senter une aire de Schottky, dont les bords sont des courbes analy- 
tiques, sur un demi-polygone de la troisième famille. Il est facile de 
résoudre pour ce polygone, au moyen des séries 0, différents problèmes 
relatifs à la distribution de l’électricité; de trouver, par exemple, un 
potentiel nul sur certain des bords et dont la dérivée normale soit nulle 


sur les autres; les mêmes problèmes sont donc résolus pour une aire 
de Schottky. 
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SUR LA RÉDUCTIBILITÉ 


DES 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
NON LINÉAIRES 


DU PREMIER ORDRE, A UNE FONCTION INCONNUE; 


Par M. E. VESSIOT. 


INTRODUCTION. 


41. Ce travail a pour but de préciser la notion de réductibilité pour 
les équations aux dérivées partielles à une fonction inconnue et à un 
nombre quelconque de variables indépendantes. 

A leur égard, M. Drach avait fait, dans sa Thèse (Paris, 1898, 
p- 11-12 et p. 138-139), la remarque que l’équation linéaire [Z, ®] =o, 
qui définit les caractéristiques des équations 


(1) Tete, De kp) = a (a= const. arbitr.), 


ne peut avoir pour groupe de rationalité qu’un groupe de transfor- 
mations de contact en Z, X,, ..., Xn, P,,..., P, n’altérant pas Z; parce 
que la recherche d’une Tatorale complete de l'équation (1) revient a 
la résolution de I’ équation de Pfaff 


(2) a, Dé” ten), 


k= k=1 
‘ 5 P 7 
et fournit les solutions Z, X,,...,X,, — Pp” rede l’équation [Z, D] =0, 
dont les éléments X,, ..., X,, P,. Be eo ar disait-il, être consi- 


dérés comme tnseparables. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — Mar 1915. 18 
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Dans une Communication à la Société mathématique (22 fé- 
vrier 1911), je rattachai plus tard l'étude de l'équation 


. d 
(3) o=ks=% -1Ww,/1+ WE, 


qui définit les caractéristiques de l’équation aux dérivées partielles 


(4) De = W(t Go Sn 0205 En] Pty +09 Pa) (= sat) 
aux résultats, relatifs au cas plus général des équations de Lie géné- 
ralisées, contenus dans mon Mémoire de 1902 (‘). Je montrai ainsi 
que le groupe. de rationalité de (3) est un groupe de transformations 
de contact de l’espace à n+-1 dimensions : j'indiquai, avec des 
exemples, quels étaient, par suite, dans le cas de deux variables 
indépendantes (n = 1), les types essentiels des simplifications possibles 
dans le problème de l’intégration de l'équation (4). 
Dans sa Communication (?) au Congrès de Cambridge, en 1912, 
M. Drach a repris sa remarque de 1898; et, d’une manière analogue, 
a constaté de son côté, comme application de la méthode de Lagrange 


à l’équation (4), dans le cas n = 1, que le groupe de rationalité de 


l'équation (3) correspondante est un groupe de transformations de 
contact du plan (le groupe général, si f est arbitraire). 

J'ai indiqué plus récemment, dans une Note présentée à l’Académie 
des Sciences (*), comment les idées sur la réductibilité des systèmes 
d'équations différentielles ordinaires, exposées dans mes Notes du 
8 novembre 1909 et du 20 juin 1910 et dans mon Mémoire (*) de 1912, 
permettent d'approfondir la notion de réductibilité pour les équations 
aux dérivées partielles. C’est le développement des indications de 
cette Note qui fait l'objet des deux premières parties de ce travail; la 
troisième partie reproduit les résultats de ma Communication de 1911 
à la Société mathématique. 


(1) Ann. Be. Norm: sup., 3° série, t. XXI, 1904, p. 84. 


(?) J. DracH, Sur l’intégration logique des équations différentielles ordinaires (Inter- . 


national Congress of Mathematics, p. 54-57, Cambridge, aug. 1912). 
(3) Comptes rendus Ac. des Sc., t. 137, 1913, p- 1053. 
(*) Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXIX, 1912, P. 209. 
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2. Une équation aux dérivées partielles, à une fonction inconnue x,, 


5 ne 
(5) B (ay iy «oy Bayt SEE oy S22, oi) =o, 
peut évidemment être remplacée par le système 
d: z 
(6) F(a 25 same pu Page) = 0 Pr— oa (K 1, 2),.+., 72), 


aux m+ I INCONNUES y, Py, ses Pne 


En supposant l’équation (5) résoluble par rapport à la dérivée ey 
le théorème de Cauchy sur l’existence des intégrales suffit à prouver 


qu'il existe des tranformations de la forme 


de anes =O, Bass fue). 
Pate TE oy bn | Di... Pr) DRE METEO 
(8) T=1, | 


qui ramènent ce système à la forme canonique 


A OXy peli Re OX, 
; (9) oT — 0, Py = OX; 


Ch Ss ie aS 7h) 


Ces transformations, qui peuvent aussi se définir par l'identité 


nm nm 
(10) dr —Ÿ OA Prtxi), 


k=1 k=1 


quand on introduit la forme résolue (4) de l’équation (5), jouent un 
rôle essentiel dans notre étude : nous les appelons canonisantes. I] y 
en a une qui est définie par cette propriété que les équations (7) se 
réduisent aux équations d’une transformation identique quand on y 
remplace ¢ par la valeur constante £,. C’est la transformation canont- 
sante principale relative à cette valeur initiale 4. 

L'intégration de l'équation équivaut à la détermination d’une trans- 
formation canonisante (méthode de Pfaff); une intégrale complète 
fournit une transformation canonisante (méthode de Lagrange- 
Charpit); une transformation canonisante principale est fournie par 
l'intégration complète de l'équation des caractéristiques (3) (méthode 
des caractéristiques ). Quant à la détermination de toutes les transfor- 
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mations canonisantes, elle dépend de l'intégration d’un système autos 
morphe, dont le groupe associé est le groupe général des transforma- 
tions de contact de l’espace à m + 1 dimensions. 

De plus, les propriétés évidentes du système canonique (9), 
relativement à la transformation des variables qui y figurent, 
conduisent à introduire le groupe (g,) formé de toutes les transfor- 
mations en ¢, Æys y Tmy Pis +++» Pa QUI laissent invariante chaque 
solution | 

on 


ie (KES) 


(11) Bee DL, sens Pie 
de la proposée. Ce groupe est le plus général qui admette pour inva- 
riants toutes les solutions de l’équation aux caractéristiques (3), ce 
qui revient à dire que ses transformations infinitésimales sont de la 
forme u.K f, & étant une fonction arbitraire des variables considérées. 

Intégrer la proposée équivaut, dès lors, à trouver les équations de 
définition de ce groupe (g,). Comme ce groupe (g,) peut se définir 
par sa propriété d’être invariant dans le groupe (g), formé de. toutes 
les transformations en 1, æ,, ..., æ,, P, +++» p, Qui laissent invariantle 
système (6); et que les équations de définition de ce groupe (g) se 
déduisent rationnellement de l’équation proposée, le problème de 
l’intégration de celle-ci se présente, dès lors, comme un problème de 
la théorie des groupes. 


3. La notion de réductibilité s’offre ainsi sous la forme suivante : 
’équation proposée sera considérée comme réductible ou spéciale, s’il 
existe quelque groupe, intermédiaire entre (g) et (g,), c’est-à-dire 
contenu dans (g'), contenant (g, ), et autre que (g) lui-même, dont les 
équations de définition soient rationnelles. Le plus petit de ces groupes 


intermédiaires rationnels sera contenu dans tous les autres et carac- 


térisera le mode de réductibilité ou de spécialité de la proposée; nous 
l’appelons le groupe spécifique. Il échange les caractéristiques suivant 
une loi qui peut se traduire par une infinité de groupes, semblables 
entre eux : l’un qhelegnque d’entre eux sera le groupe de rationalite ; 
on peut supposer que c’est un groupe de transformations de contact 
de l’espace à n + 1 dimensions. 

La réductibilité ainsi définie ne diffère pas de celle que peut fournir, 
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pour l'équation linéaire aux caractéristiques, la théorie que j'ai 
exposée pour les systèmes complets dans mon Mémoire de 1912 ('); 
et elle entraine les mêmes conséquences. 

Mais elle conduit aussi aux suivantes, qui sont nouvelles, et qui la 
rattachent directement à la notion générale de la réductibilité des 
systèmes différentiels, telle qu'elle a servi de point de départ à 
M. Drach (?). | 

Sous ce point de vue, l'équation (5) est réductible s’il existe des 
équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque, définissant x, 
comme fonction de 4, æ,, ..., æ,, qui soient compatibles avec (5) sans 
en être des conséquences, et qui soient rationnelles. 

Cela équivaut à dire qu’il existe quelque système différentiel 
rationnel (S) définissantæ,,p,, .…, Pn comme fonctions de 4,x,,...,æ,, 
qui entraîne les équations (6) comme conséquences, sans leur être 
simplement équivalent. Relativement à ces systèmes (S), le groupe 
spécifique possède la double propriété caractéristique suivante, qui 
constitue, sous une forme bien naturelle, l’extension du théorème de 
Galois : 1° tout système (S) admet le groupe spécifique; 2° tout 

système (S) dont la solution a le degré de généralité minimum est, en 
_étendant la signification du mot automorphe, un système automorphe 
ayant le groupe spécifique pour groupe associé : ce qui veut dire que 
la solution la plus générale (11) d'un tel système se déduit d’une 
solution particulière arbitraire en y effectuant la transformation géné- 
rale du groupe spécifique. 

Il existe, de plus, en particulier, de tels systèmes (S) automorphes, 
ayant le groupe spécifique pour groupe associé, et admettant pour 
solution celle qui se réduit, pour &—14,, à une multiplicité rationnelle 


Ô 
(12) Lg P(Tus +. Ln); res | CR = 1, 2, ..4,7),- 


arbitrairement choisie. Le groupe de rationalité est par suite, si l'on 
veut, le groupe de transformations de contact de l’espace æ,,æ,,...,æ, 
qui indique la loi d'échange des solutions d’un tel système (S) par les 
I SE NT | 12 


(1) Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXIX, 1912, p. 209. 
(2) Thèse, Paris, 1898, p. 55. 
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transformations du groupe spécifique, en opérant sur les données 
initiales de ces solutions. 


4. L'extension de cette théorie aux systèmes involutifs d’équations 
aux dérivées partielles du premier ordre, à une seule fonction inconnue, 
ne nécessite que quelques complications de notations. La méthode elle- 
même a une portée beaucoup plus étendue. 

Dans le cas actuel, elle pourrait être légèrement modifiée, de 


x 


manière à faire disparaître la dissymétrie, qui y fait jouer un rôle. 


particulier à l’une des variables indépendantes, mais qui donne aux 
démonstrations une forme plus facile. Aux notations près, il s’agit 
seulement, au fond, des transformations qui donnent la loi de l’échange 
des éléments (3, &,, ..., Ln, Py» +++» pr) que définit l'équation aux 
dérivées partielles donnée 


Oz ‘ 
(id) FE TConrivrlalil one DD: PS us «A 


par les transformations en 3, æ,, ..., &n,p,, «++) Pn Qui laissent inva- 
riante cette équation, et qui sont, pour les éléments qu'elle définit, 
des transformations de contact. 


I. — Divers aspects du problème de l'intégration d'une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


4. Considérons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, à une fonction inconnue x,, et à 2 + 1 variables indépendantes. 
Nous la supposerons résolue par rapport à une des dérivées, de sorte 
que la variable correspondante ¢ jouera, dans nos raisonnements, un 
rôle spécial : les autres variables seront désignées par 2,,..., æ,, et 
l’on posera 
Où on 


Oa, PA (Ca Pa Pere Ne 
LV’ , . . , CM ; . 
équation considérée s’écrira donc 


Ox 
(2) De = WEL 05 a... Pn | Pay ..., Pr): 
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D'après le théorème de Cauchy, elle admet une solution 
(3) To D(t|z:,...,x,) 
satisfaisant à la condition initiale arbitraire 
(4) PRO (EE 1 Th) pour . 


Si g dépend essentiellement de m-+1 constantes arbitraires 
Go; Ay, +. Ans ON peut supposer qu’il n’existe aucune relation, indépen- 
dg 
07 
en prenant pour 9 une fonction linéaire et homogène des constantes 

0% 
dire. 
seront elles-mêmes des fonctions de a, a,, ..., a, indépendantes; 
et les équations 


dante de ces constantes, entre 9, ee +. =. On le voit, par exemple, 
1 


des à 4 i apy ® 
arbitraires, à coefficients arbitraires en z,,..., @,. Alors®, oe : 
Ti 


0% 


Ox, 


(5) r=, Px— 


LA =, oe ay 72) 


se résoudront sous la forme 
(6) QA | Ponies Gita | Pry tes Ps) (eo Brew, i7t 


les fonctions A, étant elles-mêmes, à cause de l’équivalence de (5) 
et de (6), indépendantes en x,, pi; ..., Pa: 
Cela posé, remplacons l’équation (2) par l’équation de Pfaff 


(7) dx,— pr dæx— NW dt=o. 
kat 


Celle-ci est vérifiée par les formules (5), et, par conséquent, par les 
formules (6), quelles que soient les constantes.a,. Elle est donc une 
conséquence des équations 


(8) | dAi=o (sonia tent), 


et l’on a, par suite, une identité de la forme 


ue 2 
(9) dr —Ÿ pd Wat=p{dh—Z Brahe 


REA k=1 
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Les fonctions A4, Ay, «++» Any By, «++) Bade Xo, Ly, «++» Las Pas +9*s Pn 
sont indépendantes. On le voit en faisant ¢= /, = const., et en consta- 
tant qu’elles sont déja indépendantes dans cette hypothèse. L’iden- 


tité (9) prend alors, en effet, la forme 


n a n 
(10) dx.— >) pr der pe (A: > pra). 
RE 


k=1 


Et si nous appliquons aux deux membres, suivant le procédé employé 


par M. Cartan dans son étude du problème de Pfaff ("), alternativement 


la différentiation symbolique et la multiplication symbolique par 
l’expression de Pfaff initiale, nous obtenons l'identité nouvelle 


(11) de, dp, dix, ...dpn dt, =p"! dA? dB? dA° .:. dB? dA?, 


où les produits symboliques sont, comme on sait, des déterminants 
fonctionnels. Le second membre serait donc nul, sans que le premier 


le fat, si 
Ads he, KE, Ate Beh pe 


n’étaient pas indépendants. 
Nous arrivons donc à cette conséquence qu'il existe des transfor- 
mations | 


Bie AGS | oy 30042 PY SU) (i= 30/51; ak :sen 


Base Dill | Bien Gp Peon eed G tt faisant 
EVE de 


(a) 


donnant lieu à l'identité 


n n 
(13) day — >" px dap —W de nes PedXs). 


k=1 * At 


Nous dirons qu’une telle transformation est une transformation 
canonisante (2). 


(1) dun. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XVI, 1899, p. 239. 
(?) Elle ramène l'équation de Pfaff (+) à la forme dX5— D'Prdxx = 0, équivalente 
k=1 . : 


; ox ox 
au système —2 = aoe TE St : 
ysteme Gp = 0; Pes Fy (k=1, 2, ..., n). On pout dire, en un certain sens, 


qu’elle ramène la proposée à la forme a =0. 


ant 
ae à. lisses 
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2. L'identité (10) montre, de plus, que, si l’on pose 


(14) RAR AS mal Oe pr) (= 0, 1,2; NT n) 
| D DENON el Pe, as, Po) (RS). 


il en résulte l'identité 


n n 
(15) dx, —> PEL = Pil | er amyl, | Pys 22 sy PA) (ake >, Pr dX. | : 


k=1 k=4 / 


de sorte que la transformation définie par les formules 


(16) eae Pas op) AE | gy 6005 2p | P yyesey Pe) (Te eee 
By (| xo, vey ny Pas css Pr) = eo | Los +++) Pal Pis ose, Ph) (A=1,2,..., 27), 
D 


donne lieu à l'identité 


n tiie |p) n 
I dx — Le Wir LP). dx, — a. :). 
(17) 0 xP k TEA TA]. T9 2 Pr ag 


C’est done encore une transformation canonisante; mais elle posséde 
cette propriété particulière de se réduire à la transformation identique 
pour 4 —4,. Nous dirons que c’est la transformation canonisante prin- 
cipale relative a la valeur initiale t = 1,. 


3. Il résulte de l’identité (13), qui sert de définition aux transfor- 
mations canonisantes, que deux d’entre elles sont liées par une 
identité 


(18) a (ax ES Praxs) (eZ P, Xi). 


k=t KA 


En raisonnant comme le fait S. Lie dans la recherche des équations 
finies des transformations de contact ('), on conclut de là que les X et 


les X sont liés par au moins une relation indépendante des P, des Pet 
de t; et des relations de cette nature on déduit les expressions des X 
et des P en fonction des X et des P, sans que ¢ intervienne. 

oS 


(1) S. Liz et F. Excez, Theorie der Transformationsgruppen, t. Il, p. 146. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII, — Juin 1915. 19 
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Il résulte de la que £ est indépendant de £,.et que l'on passe d’une 
p 


transformation canonisante aux autres par les transformations de 
contact de l’espace à m +1 dimensions 


(19) [Xe Er (Xo, May + Xn Py, 2245. P an) (i = Oyl, 2,509 8) 
J — 
D Ce 


De là résulte encore le fait, implicitement admis plus haut, qu'il 
n’y a qu’une transformation canonisante principale, pour une valeur 
initiale z=, donnée. Car le passage de l’une à l’autre, pour deux 
telles transformations, se fait par des formules (19) qui doivent se 
réduire à la transformation identique pour 4 —7,. Or, ¢ ne figure pas 
dans les formules (19); donc elles doivent représenter, dans le cas 
considéré, la transformation identique. 


4. La détermination d’une transformation canonisante entraine 
donc celle de toutes les autres, et aussi (n°2) celle des transformations 
canonisantes principales. Elle équivaut, comme il est bien connu par 
la méthode de Pfaff, à integration de l'équation proposée (2); car 
l'identité (13) ramène la recherche des intégrales (3) de (2) à celle 
des multiplicités, à m dimensions, de l’espace X,, X,,..., X,. La forme 
générale de ces intégrales est donc donnée par les formules 
sey 


(20) X,= 9(X1, RS) P= OX, 


G.demes Pe Pee og P 
et si la transformation canonisante (12) employée est la transformation 
principale relative à ¢=<¢,, cette intégrale (20) sera précisément la 
solution de (2) définie par la condition initiale (4). Le probléme de 
Cauchy sera done ainsi résolu. 

Au point de vue analytique, d’après l’identité de définition (13), la 
recherche des transformations canonisantes se confond avec l’inté- 
gration du système 


OX, wee | ox n Ox ope - 
7a Pee Ps aa ee P, dm) 


k= 


0X, ox ox n 
“Ot D Pe a Nes ie 


(21) 
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qui, d’ après ce qui précède (n° 3), est un système automorphe, dont 
le groupe associé est le groupe des transformations du contact de 
l’espace an Lo dimensions. 


9. L'emploi des transformations canonisantes conduit à d’autres 


conséquences; elles ramènent, en effet, l'équation de Pfaff (7) à la 
forme canonique 


(23) dX. — SV Pp dXi =o. 
k=1 
Relativement aux variables X,, X,, ..., X,, P,, ..., P,, T, celle-ci est 
inyariante par le groupe (G) formé de toutes les transformations 
obtenues en adjoignant, aux équations d’une transformation de con- 
tact (19) quelconque, l'équation 


(23) Dee Oh So Pire Pa Ty 


où la fonction 0 est arbitraire: 

Dans ce groupe (G), nous distinguerons le sous-groupe (G,), qui 
laisse invariante chacune des variables X,, X,, ..., Xn» P,,..-, P, : 
pour les transformations (19), (23) correspondantes, les équations (19) 
se réduisent donc à une transformation identique. 

Ce groupe (G,) est caractérisé par ses invariants XP NUS UXS 
P,, ..., P,. On peut dire aussi que c’est le plus grand sous-groupe 
de (G) qui laisse invariante chaque multiplicité (20). 

Les deux groupes (G) et (G,) proviennent, respectivement, par la 
transformation canonisante (12), de deux groupes (g) et (go) en os 
et Pt À savoir: le groupe-le plus général (¢) qui 
laisse invariante l'équation (2), ou mieux l'équation de Pfaff équiva- 
lente (7); et le plus grand sous-groupe (g,) de (g) qui laisse invariante 
chaque solution, nm +1 fois étendue, de cette équation de Pfaff. | 

Les équations de définition de (g) sont évidemment connues expli- 
citement, puisqu'elles sont définies par l’identité 


(54) dm D perdre WE | ee G1, Ba [Pry ++. Pa) dt 
k=1 


= 2 EE —Ÿ pr der W(t| Zo 21, nes AY 5 pa) dr] G 


KE 


TD 
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Il n’en est pas de mème de celles de (g,), qui s'obtiendraient en 
adjoignant à celles de (g) les formules qui expriment l’invariance 
dE A A Dene 

L'intégration de (2) qui, d'après ce qui précède, équivaut à la déter- 
mination d’une transformation canonisante (12), fournirait donc pré- 
cisément les invariants de (g5). 

Inversement, dès que l’on connaîtra 27 +1 invariants indépendants 
de (g,), soient J,, ..-, Jens» les équations ; 


Jet | 2oy~ «<9 Pal pose <> Pal = os Clo bos ea el ee 
(ST, 2, 00d ana 
bah 


(25) 


étant équivalentes aux équations (16), fourniront les transformations 
canonisantes principales, et l’intégration de la proposée en résultera 
aussitôt. 4 | 

Le problème de l'intégration de (2) équivaut donc à la recherche 
des invariants de (g,), ou, ce qui revient au même, à celle de ses 
équations de définition. 


6. Si les équations de définition de (g,) ne sont pas connues, la 
forme générale de ses transformations infinitésimales peut s’obtenir 


explicitement. Avec les variables canoniques, elle est poe, uv. étant 


une fonction arbitraire de toutes les variables. Tout revient done à 
trouver la transformation infinitésimale qui devient ar par le change- 
ment de variables canonisant (12). Or, f étant une fonction de 
T, Xo, .--, Xns Py, «.-, P,, on a, symboliquement, 


oe 
Le ar AX, dP, dX,...dP, dX, =dfdX, dP, dX, ... dP, dX,. 


Un calcul analogue à celui qui a fourni l'identité (11) à partir de 
l'identité (10) permet de déduire de (13) une identité analogue, qui, 
au moyen de la multiplication symbolique par le facteur df, donne (*) 


(1) Cf. E. Canran, dun. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XVI, 1899, p. 313. 
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la formule 


(27) eo"! dfdX, dP, dX,...dP, dX, 
| 0 
= eK [Vici w | dt D FES 
où [W/],,., est le crochet de Poisson. 
La transformation infinitésimale générale de (g,) est, par suite, 


(28) H Fe WIN leurs 


Si on l’égale à zéro on obtient donc, pour déterminer les invariants 

de(g,), l'équation qui équivaut au système différentiel des caractéris- 
tiques. 
La transformation canonisante principale (16), abstraction faite de 
l'équation ¢ = 4, résulte donc de l'intégration du système des caracté- 
ristiques. Et la manière dont elle fournit (n° 4) l'intégrale générale de 
l'équation (2) proposée ne diffère pas de la méthode d'intégration 
classique fondée sur l'emploi de ces caractéristiques. 


7. On voit immédiatement que (G,) est invariant dans (G). Cela 
résulte de ce que chaque transformation de (G) s'obtient en multi- 
pliant une transformation (19), laissant invariante la variable T, par 
une transformation de (G,); cette multiplication pouvant être faite à 
droite ou à gauche. C'est-à-dire que, en désignant par la lettre S les 
transformations de (G), par la lettre S, celles de (G,) et par la lettre X 
les transformations de contact (19), on peut écrire 


Cay” se 

d’où l’on conclut 

(30) 3S,.S7 38" SE — 91.8, ¥=Sy.35,; 
ce qui exprime bien l’invariance de (G,) par (G). 

On voit, de plus, par la même remarque, qu'il y a isomorphisme 
entre le groupe (G) et le groupe de contact général E : cela exprime 
ce fait que Z indique la manière dont S permute les caractéristiques, 
qui sont définies par les valeurs des invariants X; et P,. 
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Donc, pour tout sous-groupe invariant de (G), l’ensemble des trans- 
formations © qui interviennent dans les formules (29) des transfor- 
mations S de ce sous-groupe se réduit à la transformation identique 
ou forme le groupe de contact général. 

On peut montrer que, dans le premier cas, ce sous-groupe invariant 
est (G,); et que, dans le second cas, c’est (G) lui-même. | 

En d’autres termes, (G,) est le seul sous-groupe invariant de (G); 
de sorte que le problème de l'intégration de l'équation (2) équivaut 
à la détermination des équations de définition du seul sous-groupe 
invariant de (gz), autre que (g) lui-même et le groupe identique : à 
savoir le groupe (gy). 

Au point de vue de la rationalité, qui sera celui du paragraphe sui- 
vant, il faudra tenir compte de ce fait que la proposée pourra n'être 

i 7 


pas donnée sous la forme résolue en —*- On pourra toujours déter- 


miner rationnellement les équations de définition du plus grand 
groupe (g) des transformations en £, 2, .…, ny Pi, «+++ Pn laissant 
invariante la proposée 
ez," 
F Caer ; TD: « + Pn Ge.) —O; 
l’adjonction d’une irrationalité algébrique permettrait de passer de (g) 


à (g). 
II. — Théorie de la réductibilité. 


8. Appelons groupe intermédiaire tout groupe autre que (g) 
contenu dans (g) et contenant (g,). Une équation (2) sera considérée 
comme spéciale siun au moins de ces groupes intermédiaires a des 
équations de définition rationnelles, et le plus petit de ces groupes 
intermédiaires à équations de définition rationnelles sera contenu 
dans tous les autres, puisque tous contiennent (g,), et que l’ensemble 
des équations de définition de deux tels groupes en définit un autre 
contenu dans les deux premiers. * 

Ce plus petit groupe intermédiaire rationnel (5) sera dit le groupe 
spécifique de l’équation. 

Comme (go) est invariant dans (c), (5) permute les invariants 
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de (go), c’est-à-dire les caractéristiques : le groupe (e), qui donne la 
loi de cette transformation des caractéristiques entre elles, sera dit 
‘ groupe de rationalité. 

Si les invariants de (g,) que l’on considère sont ceux qui figurent 
dans les équations (12) d’une transformation canonisante, ils seront 
échangés par les transformations d’un groupe de transformations de 
contact de l’espace X,, X,,..., X,. On pourra donc, parmi toutes les 
formes, semblables entre elles, du groupe de rationalité (e), choisir 
un tel groupe de tie de contact. 


9. L'introduction de ces groupes est une conséquence immédiate 
de cette idée qu'il s’agit, pour l'intégration, de passer des équations 
de définition de (g), rationnellement connues, aux équations de defi- 
nition du sous-groupe invariant (g,). 

Elle est également une application de la théorie de la réductibilité 
que nous avons développée pour les systèmes d’équations différen- 
tielles ordinaires dans un précédent travail ('). 

La détermination des invariants de (g,)-équivaut, en effet (n° 6), à 
l'intégration de l'équation 
(31) o=%_[wrj+we any. 

Celle-ci appartient à la classe des équations de Lie généralisées, à 
. groupe infini : c’est-à-dire que son premier membre est de la 


forme + xf, où Xf est une transformation infinitésimale, dépen- 


dant du paramètre z, d’un groupe infini relatif aux autres variables. 


Ici ces autres variables sont æ,, æ,, ..., Xn» Pis ces Pay Et Ce groupe 
infini est le groupe des transformations de contact de l’espace 


Bop Lys sy Lys à ae 
Dès mes premières recherches sur la théorie de la réductibilité, 
j'avais observé que le groupe de rationalité de telles équations est un 


sous- or du groupe infini qui sert à les définir (?). 


(1) Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXIX, 1912, p. 209. 
(2) Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXI, 1904, p. 84. Nous supposons ici qu’on ait 


réduit (g) à (g) par l’adjonction de l’irrationalité nécessaire à cet effet. 


152 E. VESSIOT. 


En fait, le groupe (G) (n° 3) peut être défini de la manière suivante : 
c'est un groupe qui, abstraction faite de la variable T, transforme les 


autres variables X,, X,, «+> X,, Pay ..…, P, suivant des transformations : 


de contact; et c’est le plus grand groupe de cette nature qui laisse 
: : : : 0 ; 4 + ee 
invariante l'équation ee ==0, puisque cette dernière condition 


signifie que le groupe transforme entre elles les variables autres 
que T. 

Or, la transformation canonisante (12) est elle-même une transfor- 
mation de contact, relativement aux variables autres que ¢, T, comme 
cela résulte de l'identité (10). Elle fait donc passer du groupe (G) à 
un groupe, le groupe (g), qui, lui aussi, échange les variables æ,, 
yy eee Lny Pisces Pas abstraction faite de £, suivant des transformations 

3 x 4 0 
de contact. Comme elle transforme d’autre part (n°6) l'équation % =o 


en l’équation (31), on conclut que (g) est le plus grand groupe en 
ty Loy ces Uny Pis «+» Pn laissant invariante l’équation (31), parmi les 
équations de définition duquel figurent celles du groupe général 
des transformations de contact en &,, &,, ..+) Lay Pis «++» Pn 

Au point de vue de la théorie de la réductibilité des équations 
linéaires aux dérivées partielles, (g) est donc déjà, en un certain sens, 
ce que nous avons appelé un groupe intermédiaire ('), et ses équa- 
tions de définition sont rationnellement connues. Dans cette théorie, 
le groupe spécifique pourra donc être remplacé, comme nous l'avons 


‘ 


fait ici (n° 8), par le plus grand groupe, à équations de définition | 


rationnelles, contenant (g,) et contenu dans (g). 


10. Suivant la même théorie, le groupe (g) donne naissance à un 
système automorphe admettant comme solution le système des inté- 
grales X,, X,,...; X,,P,,..., P,, de l'équation (31) qui se réduisent 
respectivement don iy Arey Cas Pise Pa POUL Lt, [solution prin- 
cipale de (31)]. Et ce système automorphe se déduit des équations de 


définition de (g) en y remplaçant la variable ¢ par la constante 4, (a | 


Les équations de définition de (g) traduisant l'identité (24), ce 


ne 


(1) Ann, Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXIX, rg12, p. 241, n° 16 
(2) 1bid,, p.333. re 
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systéme automorphe exprime l'identité qui-s’en déduit en y suppo- 
sant { — 4,, c’est-à-dire, avec le changement convenable de notations, 
il résulte de l’identité sy En fait, le système obtenu ne dépend pas 
de 4, et c’est, comme on devait s’y attendre, le système (21) qui 
définit l’ensemble des transformations canonisantes : la solution 
principale de (31) considérée fournit, en effet, les équations (12) de la 
transformation canonisante principale qui oo à la même 
valeur ¢ = 4, de la variable 4. 

On voit Hate que, de toutes manières, on est conduit à remplacer 
Péquation (2) proposée, ou l'équation des caractéristiques (31), par 
le système automorphe (21) des transformations canonisantes. 


11. La méme théorie fournit encore les propriétés suivantes du 
groupe spécifique (5) et du groupe de rationalité (¢) ('). Le groupe 
spécifique (c) est le plus grand groupe de transformations en a,, 
Di ces Ly» Pay ve. Pn, & qui laisse invariant tout système différentiel 
rationnel en X,, X,, .…, Xn, P,, ..-, P, dont toutes les solutions 
propres (c’est-à-dire constituées par des fonctions de x, æ,, ..., æ,, 
Pus +++ Pns tindépendantes par rapport aux 22+1 premières variables) 
définissent des transformations canonisantes. Ceux de ces systèmes 
dont l’ordre de généralité est minimum sont des systèmes automorphes, 
dont la solution générale se déduit d’une solution propre quelconque 
en y effectuant : soit, sur les variables indépendantes, la transformation 
générale du groupe spécifique; soit, sur les fonctions inconnues, la 
transformation générale des groupes de rationalité (p). 

= À un autre point de vue (*), le mode de réductibilité de l’équation 
proposée est entièrement caractérisé par ceux des invariants différen- 
tiels de la transformation infinitésimale Kf (n° 6), qui se trouvent 
être rationnels : ces invariants différentiels correspondant au mode de 
prolongement dans lequel on traite x, x,, ..., ny ps, +++) Pn Comme 
des fonctions de 22 + 1 variables auxiliaires invariantes. C’est ce qu’on 
pourrait appeler les éneariants différentiels des caractéristiques. 


(1) Ann. Éc. Norm. sup., 3° série, t. XXIX, 1912, p. 233-234; p. 249-252. 
(2) Zbid., p. 262. © 
Ann. Ee, Norm., (3), XXXII. — Juin 1915. | 20 
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12. Le procédé direct par lequel nous avons été conduit au groupe 
spécifique nous en fournit d’autres propriétés, plus immédiatement 
liées à l'équation aux dérivées partielles elle-même. LP 

Il est, en effet, naturel de se préoccuper de la réductibilité, au sens 

de M. Drach, de l'équation aux dérivées partielles (2) elle-même; 
c'est-à-dire de l'existence possible de systèmes différentiels rationnels, 
compatibles avec l'équation (2). On considère done ici Lo» Pas +09 Pn 
comme des fonctions inconnues des variables 4, æ,, ..., æ,, satisfaisant 
au système (1) (2). 
_ Tout système différentiel définissant de telles fonctions est inva- 
riant par toute transformation qui laisse invariante chaque solution du 
système (1) (2). Il admet donc le groupe (g,), d’après la propriété de 
ce groupe de laisser invariante toute multiplicité à x + 1 dimensions, 
qui satisfait à l'équation de Pfaff (7). S’il admet le groupe (g) lui- 
même, il se confond avec le système (1) (2); puisque le groupe (G) 
permute entre elles toutes les solutions de l’équation de Pfaff 


(32) aX,— D Pr dXx= 0, 


F1 


qui résulte de l’équation (7) par la transformation canonisante qui 

change (g) en (G), et que le passage de (g) à (g) correspond à la 
Pde 

a 

Donc tout système différentiel de l’espéce considérée, moins général 
que le système donné, admet un groupe intermédiaire et, si le système 
est rationnel, ce groupe intermédiaire a ses équations de définition 
rationnelles. 

En d’autres termes, la réductibilité de l'équation aux dérivées 
partielles, au sens de M. Drach, entraine l'existence d’un groupe 
spécifique, tel que nous l'avons défini au n° 8 ; ou, si l’on veut, d’un 
groupe de rationalité (9), qui est un groupe, non général, de transfor- 
mations de contact de l’espace à 2 + 1 dimensions. | 


résolution de la proposée par rapport à 


13. Mais on peut aller plus loin. Supposons, en effet, l'existence 
d’un groupe intermédiaire (g,) dont les équations de définition soient 
rationnelles. L’équivalence de deux multiplicités de l’espace ¢, æ,, 
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Ly, «es ny Pis ces Pns relativement à ce groupe, doit se traduire par 
des équations invariantes (e), de forme déterminée, et par des relations 
entre certains invariants différentiels (7) : ces équations (e) et ces 
invariants (7) sont rationnels, car ils se déduisent, par des calculs 
rationnels, des équations de définition du groupe (g,). Au contraire, 
la nature des relations F(7) =o liant les invariants (7) dépend de la 
multiplicité dont on se propose de définir les homologues; et ces 
relations sont déterminées par cette multiplicité (m) particulière. 

Ceci rappelé, appliquons à (g,) et à (m) la transformation canoni- 
sante principale relative à la valeur initiale t=¢, (n° 2). Le 
groupe (g,) devient un groupe (G,) par rapport aux nouvelles 
variables T, X,, X,,..., Xn, P,, ..., P,, qui transforme entre elles les 
variables X,, X,, ..., Xn, Py, ..., Pp. La multiplicité (7m) devient une 
multiplicité (M); les équations (e) et les invariants (7) deviennent des 
équations invariantes (E) et des invariants différentiels (J); et les 
relations F(J) = o, de même forme que lés relations F(7) = 0, servent 

maintenant à définir les homologues de (M). 

Introduisons maintenant l’hypothése que (m) soit définie par les 
équations (5) d’une solution arbitraire du système (1) (2) donné. Ce 
système étant, par la définition même des groupes intermédiaires, 
invariant par (g,), va jouer le rôle des équations (e). Par la transfor- 
mation canonisante, il deviendra le système ; 


(33) - LO nis: 


ola =P, rer. 72) 


x= 
dont la solution générale est donnée par les formules (20); et ces 
équations (20) peuvent être considérées comme définissant la multi- 
plicité (M), si l’on y particularise la fonction 9. | 

Comme T n’y figure pas, et que (G,) transforme entre elles les 
variables X,, X,, ..., Xn) P,, ..., P, suivant un groupe de transfor- 
mations de contact (o,), les homologues de (M) seront définies par le 
système (33) et par des relations entre les invariants différentiels (J) 
de (e,), qui sont aussi des invariants différentiels de (G,); et ces 
relations #(J) =o pourront être écrites si l’on connait les invariants (J) 
et si l’on se donne la multiplicité (20) ('). . 


(2) La fonction y étant arbitraire, (M) ne peut satisfaire à aucune équation, invariante 
par (G1), de forme indépendante de +, qui ne soit une conséquence des équations (33). 
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Or ces invariants (J) sont liés à des invariants correspondants (7) 
de (g,) par l'intermédiaire de la transformation canonisante ; et l’on 
peut supposer, pour fixer les idées, que ces invariants (J) sont formés 
avec des dérivées prises uniquement par rapport à X,,.. ., Xn» puisque 
ce sont ces variables qui figurent comme variables indépendantas dans 
les équations (20) de (M). Comme la transformation canonisante 
contient l'équation T =z, les invariants (7) ne contiendront eux-mêmes 
que les dérivées de æ,, Py, +++» Pn par rapport À Mes ie i | inter: 
viendra seulement sous thus finie. | 

Inversement, un invariant différentiel / de(g,), ne contenant aucun 
signe de dérivation par rapport à ¢, devient par la transformation cano- 
nisante un invariant J de(G,) ne contenant aucun signe de dérivation 
_ par rapport à T. Comme (G,) contient (G, ), cet invariant ne doit pas 
changer par une translation relative à la seule variable T; c’est-à-dire 


qu'il ne contient pas T: c’est donc un des invariants (J), et, par consé- 


quent, était l’un des invariants exe ae 
Comme, de plus, la transformation canonisante principale considérée 
se réduit à la transformation identique quand on y néglige la formule 


T =¢, et qu'on y remplace ¢ par 4, (n° 2), on passe de 7 à J par cette 
simple particularisation de la variable ¢ en la constante 4, ('). 

Enfin, la transformation canonisante principale ed la multi- 
plicité (m), définie par les équations (5), en la multiplicité (M), 
définie par les équations (20), on peut se donner arbitrairement 


celle-ci, sous forme rationnelle, et en déduire les relations #(J) =o 
qui caractérisent les multiplicités homologues : puis passer de la 


aux relations $ (7) =o cherchées. 

On voit par là que, à tout groupe intermédiaire (g, ) FR les équa- 
tions de définition sont rationnelles, correspond un système différen- 
tiel rationnel, définissant des intégrales x, = (2); sim de 

l'équation donnée (2); et tel que la solution générale de ce système, 
supposée écrite sous la forme (5), se déduit d’une solution peticunets 
ne ein Neat i ais nae ss se 

(1) Il résulte déjà de notre précédent travail qu'on passe du groupe intermédiaire (go) 
au groupe (p;) correspondant, qui exprime la loi d'échange des caractéristiques par les 
transformations de (g;), en faisant abstraction de celles des équations de définition où 


figurent des dérivées par rapport à ¢, et en faisant t = to. (Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, 
t. XXIX, 1912, P. 229.) 
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quelconque au moyen des transformations du groupe intermédiaire 
considéré (g,). Ce système est donc, en étendant un peu la signification 
du mot, un système automorphe relatif au groupe (g,). De plus, ce 
système différentiel admet la solution qui se réduit, pour ¢ = ¢,, à une 
fonction rationnelle de x,, ..., x, arbitrairement choisie. 


14. Le groupe spécifique possède done, relativement à l'équation 
aux dérivées partielles (2) elle-même, et indépendamment de toute 
méthode d'intégration de cette équation, la double propriété suivante : 
1° tout système différentiel rationnel, définissant æ, en fonction 
de #, &,, ..., æ,, qui n’admet comme solutions que des solutions de la 
proposée, est invariant par le groupe spécifique ('); 2° tout système 
différentiel, de la nature précédente, dont la solution générale possède _ 
le degré minimum de généralité, est un système automorphe relatif au 
groupe spécifique : c’est-à-dire que sa solution générale (*) se déduit 
d’une solution particulière quelconque par la hoiététipation générale 
du groupe spécifique. 

Remarquons enfin que, d’ après le mode de construction PET 

_pour detels systèmes automorphes, au numéro précédent, les solutions 
d’un tel système pourront être caractérisées séparément par les multi- 
plicités (20) auxquelles elles se réduisent, respectivement, pouré—1,. 
Or le groupe spécifique se réduit, pour ¢ = £,, au groupe de rationalité. 
Celui-ci est donc le groupe de transformations de contact de l’espace 
à n +1 dimensions qui exprime la loi d'échange des données initiales 
des solutions du système automorphe Rte (d'ordre de généralité 
minimum) par les transformations du groupe spécifique. On peut dire, 
en d’autres termes, que le groupe de rationalité donne la loi d'échange 
des solutions des systèmes automorphes rationnels considérés 
(d’ordre de sent minimum) par les transformations du groupe 
spécifique. 

Quant à la méthode employée, fondée sur le fait que le groupe 
spécifique contient le groupe (g,) qui laisse invariante chaque solution 


(1) Effectuer dans un tel syslème une transformation des variables ¢, 2, 71, -.-; Ba. 
Pis «+> Pn Suppose, bien entendu, qu’on le considère, ce qui est loujours lee comme 
contenant les équations (2). 

(2) Supposée écrite sous la forme (5). 


_~ 
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de la proposée, il est clair qu’elle permettrait de tirer parti, de méme, 
de toute autre propriété spéciale de la proposée, s'exprimant par des 
formules rationnelles : par exemple de la rationalité de n'importe quels 
invariants, différentiels ou intégraux, des caractéristiques. 


III. — Étude sommaire du cas n=1. 


15. Dans le cas de l’équation à deux variables indépendantes. 


OX) 


0 
(34) Se = WCE 21 Pi), Pi= 5 


le groupe de rationalité étant un sous-groupe du groupe de transfor- 
mations de contact du plan, et ces sous-groupes ayant tous été déter- 
minés par S. Lie, on peut analyser sans peine les cas de réduction 
possibles, et en donner des exemples (). 

Si le groupe de rationalité (b) est un groupe de transformations de 
contact infini et irréductible, il y a deux cas possibles : 

1° Le groupe (9) est le groupe de transformations de contact trans- 
formant x,, p, entre eux. Exemple : 

OX 

(35) ; ge 70 F(t) + HCE] x5, pi). 
Une quadrature réduit le groupe de rationalité & celui du cas suivant, 
qui est un sous-groupe invariant du groupe considéré. Dans notre 
exemple, c’est la quadrature 7 


d 
a(t) dt =, 


qui fournit le changement de variable x, = ux,. 
2° Le groupe (+) est le groupe qui laisse invariant pdx à une diffe- 
rentielle totale additive près. Exemple : 


Ox 
(36) Gr =H(t|æ pr). 


GE “et Fr. , 

ee eS ee 

(1) Les exemples que nous donnons sont tirés de la théorie des équations de Lie géné- 
ralisées. (Comptes rendus Ac. des Sc., t. CXXV, 1897, p. 1019.') 
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L'intégration se fera en calculant une intégrale particulière d’un 
système différentiel ordinaire du deuxième ordre, et en effectuant 
ensuite deux quadratures. Le système du deuxième ordre qui s’intro- 
duit a, en fait, un multiplicateur rationnel; si on l’intégre complè- 
tement, une quadrature suffit pour achever. 

Sur l'exemple (36), on constate que l’équation des caractéristiques 
admet les solutions de l’équation 


of OH of | oH of 


3 | nr 2 oe 
(37) dt Op, dx, Ori dp, a 


qui ne contient pas x,; et qui admet 1 pour multiplicateur. Une qua- 
drature donne ensuite 2,. 


16. Si le groupe (9) est un groupe infini réductible, c’est le groupe 
prolongé du groupe ponctuel général en x,, x,. On a donc des inté- 
- grations équivalentes à celle d’un système différentiel ordinaire du 
deuxième ordre général. 

Un exemple est fourni effectivement par l’équation linéaire générale 
aux dérivées partielles : 

OLA 
(38) re = GCE] Fos #1) + pi WCE] xo, #1). 

Dans le cas d’un groupe (pb) fini réductible, on a des réductions de la 
même nature que celles qui peuvent se présenter pour cette équation 
linéaire (38). 


17. Si le groupe de rationalité (b) est un groupe de transformations 
de contact fini irréductible, trois cas sont possibles : 


1° Le groupe a dix paramètres : ce groupe ayant la structure du 
groupe projectif d’un complexe linéaire de l’espace ordinaire, l’inté- 
gration peut se ramener à celle d’une équation linéaire homogène 
ordinaire du quatrième. ordre, ayant pour groupe de rationalité le 
groupe projectif en question ; 

2° Le groupe a sept paramètres : il a pour sous- groupe invariant le 
suivant; on passe donc par une quadrature de ce cas au suivant; 

3° Le groupe a six paramètres : il a un sous-groupe invariant à trois 
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paramètres, qui est intégrable. L'intégration équivaudra donc à celle 
d'une équation de Riccati et à des quadrataess 
Comme exemple du premier cas, on peut prendre : 


(39) es = 6,(t) + 9,(t) r+ 93(¢)py + 9, (t) x5 + 05 (E) x pr + 9o(2) Pi 


+ C[07(£) + O3(t) a+ (€) pr oe 19 (£)E], 
où l’on a posé 
I 

(4o) C—Xo— 5 Pi 

Il suffit de garder, dans le second membre, les sept, puis les six 
premiers termes seulement, pour avoir des exemples des deux autres 
cas. a 
Le système des caractéristiques étant un système de Lie, les 
méthodes que nous avons données autrefois, pour l'intégration de 
tels systèmes ('), permettraient de faire effectivement, pour de tels 
exemples, l’intégration dans les conditions indiquées. 


(1) Ann, de la Fac. des Sc. de Toulouse, t. Vill, 1894, Mémoire H; t. X, 1896, 
Mémoire C. — Cf. aussi Comptes rendus Ac. des Sc., t. 148, p. 332, n° 3. 
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SOMMAIRE. — I. Réflexions sur les principes de la Dynamique d’Aristote, et sur leur accord 
avec l’expérience dans le cas des phénomènes à allure uniforme. — II. Existence, dans 
nos sciences physico-mathématiques, de Chapitres fondamentaux encore au même état 

_ rudimentaire que la Dynamique d’Aristote. — III. Importance capitale qu’a eue cette 
Dynamique rudimentaire d’Aristote dans le plus grand progrès de la Civilisation médi- 
terranéenne. 


I. — Réflexions sur les principes de la Dynamique d’Aristote, et 
sur leur accord avec l’expérience dans le cas des phénomènes à 
allure uniforme. 


1. Comment peut-on, en présence de faits nombreux, des plus 
vulgaires, semblant imposés à l’attention par leur fréquence même 
et visiblement contraires au principe fondamental de la Dynamique 
péripatéticienne (‘), s’expliquer qu’Aristote et ses innombrables dis- 


(1) Voir, par exemple, la fin de ma Note du 1% juillet 1912 (Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences, t. CLV, p. 5), intitulée « Pourquoi les équations 
différentielles de la Mécanique sont du second ordre, plutôt que du premier, ou, en 
d'autres termes, déterminent les accélérations des points matériels et non leurs vitesses? », 
Au contraire, d’après M. Pierre Duhem dans le Tome I de son grand Ouvrage intitulé 
« Le système du Monde, histoire des doctrines cosmologiques de Platon à Copernic », 
Aristote regardait les vitesses comme directement fonctions de l’état statique ou de la 
configuration actuelle. | 

é Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Juin 1915. 21 
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ciples, parmi lesquels il y en a eu tant d’éminents, aient pu, durant 
vingt siècles, regarder les vitesses de corps en présence comme fonc- 
tion de leurs situations ou respectives, ou absolues au sein de l'Uni- 
vers? Carils pensaient que chacun ya sa place naturelle, dans laquelle, 
à leur sens. il trouve soit le repos vers lequel il tend sans cesse et que, 
non violenté, il possède, si c’est un corps sublunaire, un composé des 
quatre éléments (terre, eau, air, feu), soit /e mouvement circulaire unt- 
forme lui convenant éternellement, autour d’un axe mené par le centre 
de notre globe immobile, si c’est un corps céleste. 


2. Il doit y avoir surtout, au fait d’une croyance si tenace chez eux 
malgré les objections qu’elle soulevait, la raison principale que, peu 
mathématiciens en général (y compris Aristote lui-même), ils se con- 
tentaient d’entrevoir à peine, les laissant instinctivement de côté 
comme trop complexes et impossibles à débrouiller, la multitude des 
mouvement variés, où la notion fondamentale de vitesse leur restait 
sans doute obscure et, par suite, celle d’accélération, encore moins 
accessible. Ils en étaient donc réduits, pour la Mécanique terrestre, à 
baser leurs idées dynamiques sur l’observation des régimes uniformes, 
en quelque sorte normaux, auxquels nous accoutume la vie sociale, et 
qui nous deviennent familiers dès l’enfance. 

Tels sont ceux qu'offrent, par exemple : un navire soumis à l’impul- 
sion d’un vent persistant, plus ou moins fort, qui enfle ses voiles, ou 
à la traction du cable sur lequel pèsent le plus possible, en marchant 
d’un pas cadencé, la file des matelots qui le halent à son arrivée dans 
le port; une voiture trainée sur une route, à une allure déterminée, 
par un ou plusieurs chevaux; un treuil élevant des matériaux, sous le 
pas automatique du carrier qui en gravit les échelons ; unelourde meule 
écrasant des olives ou broyant du grain, sous l'effort régulier du cheval 
qui la fait rouler à côté de lui, dans un manège; etc. 


3. Or dans ces cas divers de mouvements qui ont fini par se régler, 
ou bien le travail de la puissance est tout entier absorbé par des 
résistances passives croissant avec la vitesse et qu’un philosophe peu 
géomètre regardera comme mesurées et représentées, avec une approxi- 
mation suffisante, par cette vitesse même: ou bien il y a, outre une 
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résistance principale et visible à vaincre (telle qu’est, par exemple, 
une charge à élever), équilibrée par la puissance et absorbant la 
partie du travail moteur dite travail utile, encore des résistances invi- 
sibles, employant un reste trés notable de ce travail de la puissance, 
et toujours fonctions de la vitesse, c’est-à-dire mesurées ou représen- 
tées plus ou moins bien par elle. Donc, suivant les cas, soit la totalité 
de la puissance, soit, du moins, une portion de cette puissance en 
excédent sur la résistance connue, apparaissait à l'esprit non pas, con- 
formément à la réalité, comme poids à créer du inouvement vibra- 
loire parasite, sans cesse disséminé en tous sens et semblant assez 
peu de chose, mais bien comme employée à entretenir, à alimenter 
(pour ainsi dire) la vitesse normale; et celle-ci paraissait ainsi produite 
constamment par un effort actuel du moteur sur le corps mt, ou 
exprimer, égaler à chaque instant cet effort, proportionné lui-même 
à l'intimité plus ou moins grande du contact des deux corps actif et 
passif (moteur et machine), c’est-à-dire fonction de leurs situations 
respectives. 

De là, l’idée naturelle, d’ailleurs la plus simple possible comme on 
a vu au n° I de la Note citée plus haut, de vitesses reliées directement 
à l'état statique ou dépendant de la configuration actuelle des systèmes 
matériels. | 


4. Les anciens auraient pu encore, passant des solides aux fluides, 
observer que les vitesses d'écoulement, dans les cours d’eau décou- 
verts à l’état de régime uniforme ou quasi uniforme, sont visiblement 
fonctions de la figure des sections transversales et des degrés de 
rugosité du lit, mais, surtout, des profondeurs d’eau (aux artis points 
de la largeur), et de la pente superficielle (petite inclinaison, sous 
l'horizon, du profil longitudinal de la surface libre), toutes circons- 
tances purement géométriques ou d’état statique. 


5. En général, l’équilibre existe entre les forces en jeu, et les 
accélérations ou les inerties sont négligeables, pour tous les mouve- 
ments qui, dans une région de l'Univers ou fixe, ou se déplaçant 
lentement et uniformément en ligne droite, parviennent à se régler, 
c’est-à-dire à être permanents (ou quasi permanents), et qui, de plus, 
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se règlent soit en devenant uniformes pour chaque particule matérielle, 
soit sans le devenir, mais, alors, en se faisant avec des vitesses assez 
petites, pour qu’on puisse, dans les équations différentielles de leurs 
mouvements, négliger les carrés et produits de ces vitesses à côté de 
leurs premières puissances. | | 
Soient, en effet, au point (æ,y,7) de l’espace et à l’époque , 
(u,v,w) les trois composantes de ces petites vitesses, fonctions 


continues de a, y, z et; soient aussi a, b, c les trois petites compo- 


santes analogues de la vitesse constante avec laquelle se déplace la 
région où l’on suppose réalisée la permanence du phénomène. 
Comme, dès lors, durant l'instant d?, u, +, w ne varient pas pour-un 
observateur dont les coordonnées x, y, = croissent de a dt, bdt, cdi, 
les différentielles totales correspondantes de u, », æ s'annulent; 
et l’on a , 


d(u,v,w) Le . d(u,v,w) a pals 9, w) ” ul , wv) : 
wae FE dx dy ds 


Enfin, a, 6, c étant de l’ordre de petitesse de w, », w, les seconds 
membres sont négligeables comme s’ils n'étaient pas linéaires. Donc 
les dérivées en 4, prises sur place, de u, v, æ, sont, elles aussi, 
négligeables au même degré; et, par suite, les accélérations u', v', w, 
qui n’excédent, comme on sait, ces dérivées sur place, que des termes 
du second ordre Inter 24 NAMUR 

: d( we w) En er wv) Le _. w) 


ne le sont pas moins. 


Les lois de ces phénomènes se déduiront, par conséquent, des — 


équations du mouvement en y supprimant le terme des accélérations 
ou des inerties. Orla matière est généralement affectée de viscosité; ce 
qui signifie que les forces dont elle est le siège à l’état de mouvement, 
exprimables dans l’ensemble, comme on sait qu’elles le deviennent, 
au moyen de caractères de la matière non microscopiques (ou, pour 
mieux dire, non confinés à l’intérieur des groupes moléculaires), mais 


accessibles à nos sens, contiendront dans leurs formules non seulement 


des particularités de sa figure visible actuelle, mais aussi la vitesse avec 
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laquelle cette figure visible se déforme ou varie (*). Donc les équations 
du mouvement rattacheront alors cette vitesse de changement de la 
figure actuelle, considérée dans ses éléments mencuitkalas a la figure 
se elle-même. Or telle paraît bien ètre au fond (d’après M. P: 
Duhem) l’idée fondamentale de la Dynamique d’Aristote; car les 
vitesses de déformation d’un système de points sont étroitement liées 
aux vitesses relatives de ses diverses parties. | 

L'idée fondamentale en question était donc correcté, en particulier, 
pour tous les phénomènes terrestres Po a un état de régume 
unt BG ou quasi uniforme. 


6. Et la même idéc se trouvait confirmée par les observations sécu- 
laires du mouvement apparent, ou sensiblement ou moyennement 
uniforme, de chaque astre vu dans le ciel, mouvement ayant sa vitesse 
en rapport déterminé avec le rayon de la sphère transparente ou de 
cristal, concentrique à notre globe et au centre de l'Univers, qui était 
censée, dans sa rotation autour d’un certain axe émané du centre 
commun, transporter l’astre fixé sur elle. Ce mouvement sans 
commencement ni fin observables et parfaitement ordonné ou réglé, 
ainsi fonction des situations de l’astre et de la sphère cristalline dans 


Mika 1e six variables (¢ eénéralement trois EU et trois Lianne compe: les 
unes et les autres, à partir d’un état primitif donné) qui caractérisent à l'instant actuel la 
configuration visible d'une parlicule, laissent évidemment très indeterminée la structure 
intérieure de ses groupes moléculaires, qui influe pourtant sur les pressions mutuellcs 
exercées entre les divers fragments dela particule. Elles ne déterminent (et, encore, indirec- 
tement ou implicitement) celle structure intérieure et, par suite, les pressions, que lorsque 
les déformations visibles sé font avec assez de lenteur, pour laisser sans cesse le temps à 
chaque groupe moléculaire de prendre sa figure la plus stable possible, eu égard à la place 
qui lui est laissée entre ses voisins par la configuration visible ou d'ensemble imprimée 
à la particule. Done, quand les déformations visibles so font avec une certaine rapidité, il 
y a des écarts, croissants avec celle rapidité même, ou fonctions de celle-ci, entre la 
contexture intérieure effective de la particule et sa contexturo idéale ou élastique, qui 
aurait lieu, pour méme figure visible actuelle, si la déformation était infiniment lente. _ 
Ce sont ces écarts, et les écarts corrélatifs en résultant pour les pressions, écarts 
évidemment fonctions aussi des vitesses visibles de déformation de la par en qui 
constituent la viscosité. 

Comme les groupes moléculaires nous échappent, les vitesses de variation des trois dila- 
tations et des trois glissements visibles entreront donc comme variables dans nos formules 
usuelles des forces de viscosité, c'est-à-dire des excédents de pression dus au mouvement. 
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les Cieux, se faisait d’ailleurs en accord avec ceux des autres étres 
célestes, tous divins, éternels et incorruptibles, tous emportes dans 
leurs révolutions harmonieuses par leur attrait instinctif pour le Bien, 
supréme et universelle Cause finale, souverainement désirable, intel- 
ligente et intelligible, toute belle, simple et parfaite, ou acte pur 
épuisant en elle le Réel par son égalisation à I’Idéal, au possible, enfin, 
immobile elle-méme dans le monde des Idées éternelles et vivant de 
leur contemplation (*). 


7. Seuls, dans les régions inférieures nous entourant, ou plus 
proches du centre que la Lune, et livrées comme nous-mémes (en 
contraste avec les régions célestes) au changement, aux orages, à la 
corruption, les mouvements des corps sublunaires plus ou moins 
lourds ou légers, arrachés accidentellement par la violence à leurs 
niveaux respectifs de repos, leur paraissaient faire exception à ces lois 
simples. Car la tendance de ces corps à reprendre leurs niveaux de 
repos momentanément perdus ne trouvait qu’imparfaitement à se 
satisfaire, empêchés qu’ils étaient par des causes diverses de suivre le 
sens vertical (descendant ou ascendant) d’action de leur pesanteur ou 
de leur /égéreté. Mais c’étaient des mouvements transitoires, se termi- 
nant avec la réalisation même des tendances naturelles toujours en 
éveil qui finissaient, à raison de leur constance, par l’emporter sur 


(1) On remarquera que cette vie contemplative, tout intérieure, mais apte à animer la 
solitude de la Divité suprême et d’une intensité infinie comme sa source, n'empêche nulle- 
ment un rôle actif, efficient, de la Cause première, au dehors, c’est-à-dire dans la 
production (éternelle ou non) du Monde, des êtres finis ou contingents, purs néants à côté 
de son immensité et incapables, même suscités par elle, de troubler son tout-puissant 
repos. La Cause première pourra être ainsi tout à la fois, pour l'Univers, eficiente, 
comme le pensait Platon, et ffnale, comme la voit Aristote. | 

Je ne sais comment a été commentée par l'Antiquité et par les Pères de l’Église cette 
étonnante pensée qu’eut Aristote d'attribuer à la Divinilé suprême une existence contem- 
plative. Mais elle me paraît admirable comme ‘point naturel d'insertion ou de greffage, 
_ dans nos conceptions, de l'épanouissement chrétien de l’idée de Dieu et de sa vie intérieure, 
constitué par le mystère des Personnes divines avec leurs éternelles relations (non chrono- : 
logiques, mais logiques), cet épanouissement qui fait remonter jusqu’à la source des idées 
et des êtres, jusqu'à la première ou plus intime lueur de l'esprit, une riche Pluralité 
à côté de l'Unité, sans permettre à la raison, même perfectionnée ou surhumanisée, de 


discerner ce qui est le plus profond, lé plus primitif, de la distinction ou de l'union, du 
multiple ou de l’un. 
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leurs multiples antagonistes, d’intensités et surtout de sens variables, 
vu leur diversité ou leur inconstance (*). 

Ces mouvements violents étaient, dès lors, bien moins importants 
que les mouvements réguliers ou naturels; et ils devaient d’ailleurs 
paraître, à cause de [ur complication, impropres a servir de type pour 
Pédification de la Mécanique élémentaire. Il semblait parfaitement 
raisonnable, en tout cas, de remettre leur description approfondie à 
une époque où la Science serait plus avancée. 


8. Et c'était d'autant plus permis, que le monde au milieu duquel 
nous nous trouvons, compatible avec l'existence prolongée d’espéces 
vivantes, c’est-à-dire d’une lente succession ininterrompue d’orga- 
nismes aussi délicats que le sont les nôtres, a du, nécessairement, 
atteindre depuis longtemps, du moins à très peu près, un état perma- 
nent où la configuration de chaque grand corps est une forme d’équt- 
libre stable. Or une telle forme met en jeu les lois du mouvement, 
quelles qu’elles soient, dans des conditions de simplicité atténuant au 
plus haut point (si elles ne les annihilent pas) leurs différences d’avec 
_ les lois supposées par Aristote. 

A quoi il faut ajouter la forme presque circulaire des orbites des 
planètes et des satellites, qui rend leurs vitesses de circulation autour 
du Soleil ou de leur planète principale, presque constantes, reliées 
qu’elles sont alors directement par la loi Newtonienne d’attraction au 
rayon de ces orbites. Oril y a là de nouvelles et capitales simplifications, 
probablement exigées encore, là où il a existé des témoins du spectacle 
de ces mondes, par la délicatesse des organismes vivants. 

Il ne peut donc guère y avoir autour de nous, à de rares exceptions 
près, que des phénomènes ou de détail, ou médiocrement. intenses, 
dans lesquels se produise avec toute la complexité qu'il comporte ce 
qu'on pourrait appeler le cas général du mouvement des systèmes 
matériels, échappant tout à fait aux lois d’Aristote (*). 


(1) Mon attention a été appelée sur cette philosophie scientifique d’Aristote par le 
premier Volume du bel et immense Ouvrage de M. Pierre Duhem, qui a pour titre 
« Le système du Monde, histoire des doctrines cosmologiques de Platon à Copernic », dont 
un second Volume a paru depuis, vraisemblablement destiné a étre bientôt suivi de 
plusieurs autres : véritable monument élevé à l'Histoire des Sciences. 


(2) Le plus ordinairement, les innombrables et incessants écarts qu’offrent les princi- 
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II. — Existence, dans nos Sciences physico-mathématiques, de Chapitres 
fondamentaux encore au même état rudimentaire que la Dynamique 


d’Aristote. 


9. En résumé, la plus générale de ces lois d’Aristote, consistant à 
regarder les vitesses d’un système de corps comme liées à sa figure, est 
conforme tant à l'observation qu’à notre Dynamique, lorsqu'on se 
borne à considérer l'allure moyenne, déalement uniforme, des phéno- 
mènes qui se sont réglés ou qui apparaissent comme presque perma- 
nents. Or se borner à un tel point de vue, c'était ce que le bon sens ne 
pouvait manquer de suggérer aux intelligences mêmeles plus cultivées 
dans l’ordre littéraire, mais étrangères aux hautes spéculations mathé- 
matiques. Et ces intelligenves avaient ainsi un accès fructueux à 
la plus belle et plus substantielle partie de la Mécanique, à celle 
que pouvaient rendre intelligible, d’une part, la géométrie de la droite, 
du rectangle et du cercle, du plan et de la sphère, d'autre part, la 
théorie du mouvement uniforme, rectiligne ou circulaire, dynami- 
quement réductible a des considérations de statique (méme dans le 


second cas, par l’emploi de la notion assez simple de force centrifuge). : 


Cette première phase de la Mécanique devait se trouver à peu près 
analogue de celle où est, de nos jours, la Chimie mathématique 
des phénoménes de dissociation (réversibles par le renversement. de 
leurs conditions physiques), qui ne soumet guère à ses calculs 
approchés que des suites d’états d’équilibre ou, plutôt, d’états extré- 
mement voisins d'états d’équilibre, s’amenant les uns les autres dans 


paux corps (solides, fluides ou amas éthérés) de notre Univers, d’avec leurs figures stables, 


sont assez petits pour permettre de réduire à la forme linéaire les équations qui les 
régissent, par la suppression des termes dont l’ordre de petilesse est supérieur au 
premier. Et alors, ces écarls, suffisants pour mettre en jeu, sans les blesser, les organes 
de nos sens intellectuels (qui sont principalement la vue et l'ouïe), obéissent aux lois 
simples des équations différentielles linéaires, qui leur font diversifier à l'infini, mais 
d’une manière intelligible ou perceptible pour nous, l'aspect des choses, quoique l’ordre 
général n'en soit pas compromis ou troublé. Et de là résulte même la beauté de notre 


Univers et de la vie qui s’y manifeste, pour le peintre, le musicien, le poète, l'orateur, etc. — 


On peut voir, sur ce sujet, les XXX VIII, XXXIX° et XLVI° Leçons de mon Cours 
d’ Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (t. I, 1 fascicule, p. 200 à 
207, 223 à 227, elc., et 2° fascicule, p. 449*, ele. ). Voir aussi les pages 557 à 562 du Tome I 
de mon Cours de Physique mathématique de la Sorbonne. 
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, x , \ . . fe «i 
l’ordre où les changements éprouvent à se faire les moindres résis- 
tances. 


10. Méme dans la Mécanique actuelle, en dehors des principes les 
plus généraux, dont rien ne parait limiter la rigueur, mais insuf- 
fisants pour résoudre la plupart des questions, nous en sommes 
encore réduits à supposer réalisés sans cesse, à très peu près, les états 
d'équilibre les plus stables possibles, dans les infimes mais très com- 
plexes régions des groupes moléculaires, quand il s’agit d'étudier avec 
quelques détails les mouvements intérieurs tant des solides que des 
fluides ('). Et, dans la théorie analytique de la chaleur, un équilibre 
très approché de température est sans cesse admis dans les mêmes 
infimes régions des corps, sauf aux instants exceptionnels, infiniment 
courts et que l’on néglige, où entreraient en contact physique deux 
particules matérielles présentant des différences sensibles de tempé- 
rature (?). 2 

La forme linéaire des équations de la Physique mathématique est, 
a elle seule (vu surtout qu’on les prend presque toujours avec coeffi- 
cients constants), un indice certain de la petitesse relative des ruptures 
d'équilibre moléculaire, ou des écarts d’avec l’uniformité, que nous 
nous bornons à y considérer, faute de pouvoir encore analyser les 
mouvements les plus généraux, restés d’ailleurs non moins inextri- 
cables pour les physiciens que pour les géomètres. 

Même notre simple mode d'emploi de la forme linéaire, appliqué 

presque partout dans les phénomènes élémentaires en tant que tra- 
duction habituelle du sentiment de la continuité, sans fixation ration- 


(1) Voir dans le Tome de 1910 des Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 
aux pages 491 à 497, quelques idées, à ce sujet, de mon Mémoire Sur les principes de la 
_ Mécanique et sur leur applicabilité à des phénomènes qui semblent mettre en défaut 

certains d’entre eux, idées essentielles sur lesquelles je suis revenu à la page 549 du 
Volume de ces Annales pour 1912, dans le Complément au précédent Mémoire; et voir 
aussi, aux pages 15 à 25 du Volume des mêmes Annales pour 1914, l'application des 
mêmes idées aux couches superficielles des liquides, c’est-à-dire aux phénomènes capil- 
laires. - 

(2) Voir, à propos de cet équilibre thermique, le Tome I (p. 93 et 173) de mon Cours 
de. Physique mathématique, « Sur la théorie analytique de la chaleur, mise en harmonie 
avec la Thermodynamique et avec la théorie mécanique de la lumière ». 
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nelle des limites entre lesquelles nous l’utilisons, mais en abandon- 
nant à l'expérience à peu près seule le soin de cette fixation et la 
détermination en bloc des coefficients de proportionnalité, est quelque 
chose de très rudimentaire, malgré son extrême ingéniosité pour sup- 
pléer à notre ignorance d’une infinité de détails. Telle est encore la 
nécessité où nous sommes de recourir constamment, pour combler 
d’autres lacunes, à des hypothèses particulières n’appartenant pas a 
l'essence même des questions, comme sont, par exemple, la suppo- 
sition de la conservation des volumes dans presque toute l’étude des 
liquides ou, parfois, dans celle des gaz et des solides ; l’admission de 
résistances proportionnelles aux vitesses ou aux accélérations dans 
certaines branches de science, pour tenir lieu d'innombrables actions 
entre points matériels et uniquement fonctions de distances; etc. 


Il n’y a donc pas lieu d’être surpris que la Philosophie naturelle 
d’Aristote ait pu débrouiller seulement les lois les plus essentielles des 


mouvements susceptibles de régime uniforme. 


III. — Importance capitale qu'a eue cette Dynamique rudimentaire 
d’Aristote dans le plus grand progrés de la Civilisation méditerranéenne. 


11. De fait, la création de l’Analyse infinitésimale devait seule, un 
jour (au xvu® siècle), en permettant de soumettre au calcul la quantité 


continüment variable, en dégageant les notions de derivée ou de flux, 


de vitesse, d'accélération, rendre possible l’étude des mouvements 
variés et faire naître la Dynamique générale. 

Il ne pouvait donc y avoir, jusque-là, que des aperçus isolés de cette 
science; et force était de s’y restreindre presque entièrement aux 
mouvements uniformes, ou à la superposition d’un nombre fini de 
mouvements uniformes, comme le firent les astronomes par la compo- 
sition des mouvements circulaires propres à expliquer les aspects 
successifs du ciel ('). Mais que ces aperçus, tels qu’ils se sont trouvés 


(1) Cette idée de réduire à des mouvements cireulaires uniformes, simplement 
superposés, les révolutions les plus complexes des corps célestes, était vraiment géniale, 
puisqu'on n’a pas trouvé mieux, malgré tous les progrès réalisés depuis. C’est, effectivement, 
celle que mettent encore en œuvre les astronomes, dans les formules (malheureusement 
si longues) des coordonnées de ces corps, formules à termes proportionnels aux cosinus ou 
aux sinus d’ares fonctions linéaires du temps, le plus souvent multiples de l’un d’eux. Et 
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réunis et synthétisés par Aristote, étaient précieux! Ils ont suffi, en 
effet, au beau génie Hellène, pour asseoir la notion d’un Ordre uni- 
versel, d'un vrai Régime, uniforme à certains égards, périodique à 
d’autres, établi His. l'Univers et y révélant une OEuvre d’art conforme 
cependant à la réalité, l'OEuvre d’une Intelligence. 


12. En faisant fortement ressortir, comme on voit, les deux idées 
- capitales d’une Unité dominante dans le Monde et de la Beaute de son 
ensemble, comme dans un poème classique, ou, par suite, l'idée d’un 
Dieu organisateur du Cosmos, ces simples aperçus des lois du mou- 
vement (') ont donc puissamment contribué, au moins dans l’ordre 
intellectuel, à l'épanouissement de laCivilisation méditerranéenne, avec 
tous ses éléments Hébraiques, Grecs, Romains, et à l’établissement 
du Christianisme, c’est-à-dire à la moralisation, à l’ennoblissement 
spirituel, qui font toute la valeur de la vie humaine. 

Alors on a vu, pour la première fois depuis les temps historiques, 
les forces morales dispersées dans le monde et dans les traditions 
des peuples, les bonnes volontés des cœurs droits depuis les plus 
simples jusqu'aux plus affinés, les lumières jusque-là éparses des 
diverses philosophies, se réunir, sous l'inspiration Providentielle, en 
un faisceau puissant d’intelligences hiérarchisées, former ainsi 
l’immense Communauté des ames chrétiennes, et aboutir, après trois 
ou quatre siècles de douloureuses mais fécondes luttes, au triomphe 
d’une synthèse qui embrassait tout le passé, aussi harmoniquement 
que possible, et éclairait l'avenir; qui, en même temps, organisait la 
vie morale dans le monde, assignait à l’action libre de chaque être 
humain venu ici-bas, et sans en sacrifier aucun, un but élevé, récon- 
fortant, accessible à tous; enfin, constituait pour tous, au confluent de 
toutes les lumiéres antiques, le grand fanal directeur, la Société 


la série trigonométrique de Fourier me parait n’étre, au fond, qu’une extension de la 
même idée à tous les faits périodiques de la nature ou même de |’Analyse pure. 

(2) Surtout complétés par le principe, que-suggérait et que suggère toujours l'obser- 
vation, d’un ordre parfait établi dans toutes les régions plus élevées que l'atmosphère de 
notre globe et constituant ensemble la majeure partie de l'Univers, immense domaine de 
la Paix, de la Lumière et du Bien, où paraissait s’accomplir dès à présent, sans aucune 
trace de lutte ou d'opposition, la volonté du Père céleste. 
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éducatrice, foyer toujours progressif (') de lumière, de bonne chaleur, 
de force ordonnée et de dévouement, où ils devaient puiser désormais 
noblesse, confiance et sérénité durant leur carrière terrestre. 


13. Depuis lors, tandis que l'individu continue à n'apporter en son 
esprit propre, du moins dans l’ordre moral où l'obscurité des questions 
est en raison inverse de la simplicité, de l'humilité, de la naiveté du 
regard, qu'une différentielle de lumière, pale lueur presque imper- 
ceptible, sans rayonnement ni énergie, juste suffisante Po lui 
permettre de voir, autour de lui ou dans le Ciel de P Histoire EC» la 
grande trainée de feu, éclairante et réchauffante, qui l’a pee 
depuis (maintenant) prés de vingt siécles, et pour l’incliner alors, s’il 
est bien disposé, à s’y allumer lui-même, à s’adjoindre, comme nouvel 
élément actif du foyer commun, à l’immortelle Communauté des âmes, 
celle-ci est restée vraiment l'intégrale, à la fois divine et humaine, de 
la lumière, de la force et de la saine joie mises à la disposition de notre 
espèce, intégrale d’une valeur ou d’une autorité incomparables, 
capables d’entrainer l’assentiment de toutes les bonnes volontés que 
n’offusque pas un ombrageux amour-propre. 

D’ailleurs, en dehors d’Elle, il n’y a plus pour nous, surtout dans 

l'ordre moral, après l’œuvre de critique universelle des deux derniers 


(*) Les progrès, bien qu’obtenus uniquement par voie de développement harmonique, 
d'explication à partir de principes posés dès l’origine, y ont été néanmoins d'une étendue 


et d’une richesse immenses, non seulement dans le dogme, mais aussi dans la morale, où 


on les a, peut-être, moins remarqués. Ces derniers ont concerné surtout les devoirs dits 
envers soi-même, ou relatifs au perfectionnement individuel, à la pureté, à la dignité, à la 
beauté de l’âme humaine, qui se sont adjoints désormais aux devoirs envers Dieu et 
envers le prochain (auxquels s'était borné le Décalogue mosaïque), et qui tendent à élever 
la nature humaine en la spiritualisant, en la rapprochant de la nature angélique, mais par 
l'esprit d’abnégation, d'humilité personnelle, de sacrifice aux autres, de lutte contre soi, 
c'est-à-dire tout à l'encontre du surhomme de Nietzsche, inévitable exaltation à leur plus 
haute puissance d’une animalité snns frein et d’instinets égoistes. 

Pour mesurer le chemin fait, à cet égard, par la Législation chrétienne entre les temps 
évangéliques et le x‘ siècle, il suffit, par exemple, de comparer les sixième ‘et dixième 


(ou neuxième) commandements, tels que les présente Saint Paul (Épitre aux Romains, 


XII, 9) à leur énoncé dans nos catéchismes : la différence y apparaît aussi grande 
qu'entre l'enfant de naissance et l’homme fait. 

(?) J’appelle ici Ciel de l'Histoire l'histoire des idées, de la vie intellectuelle et morale 
de l'Humanité, par opposition à celle des intérêts matériels ou de la vie quotidienne, plus 
terre à terre, des multitudes humaines et de leurs gouvernants. 
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siécles, que ténébres épaisses sur toutes les questions importantes, 
notamment sur le but de la vie (si elle en aun) et sur ce que nous avons 
ay faire. Au milieu de ces ténébres morales, notre terre habitée, en 
proiea laguerre universelle des égoismes, apparait comme une horrible 
énigme, comme un inextricable et désolant chaos, comme l’odieux 
spectacle, cent fois pire que le néant, d’un monde de vivants livré sans 
recours possible au règne toujours éphémère, mais toujours renouvelé, 
de la force et de la ruse. 


14. Voilà done à quel point se ternit la beauté du Cosmos (car 
l'horreur de sa face terrestre affecte la totalité du tableau), dès qu’on 
substitue à l’impassible regard du pur intellectuel, ou, ce qui revient 
au même, à la contemplation d’un monde inorganique dépourvu de 
sensibilité, le point de vue du cœur humain affiné par le Christia- 
nisme, point de vue où dominentles sentiments de Justice et de Bonté, 
le respect des tendances essentielles des êtres vivants, avec la nécessité 
de leur aboutissement légitime; choses qu’ignore totalement la simple 
nature. Et qu'il y a loin, à cet égard, de l’Intelligence géométrique 
organisatrice, pressentie par Pythagore, vue par Platon, dans l'Univers 
son œuvre comme dans un miroir, prouvée ainsi presque démonstrati- 
vement par la Science, au Dieu tres bon et tres grand (ou tout puissant), 
que réclamaient déjà ces philosophes et qu’affirme la grande Commu- 
nauté des âmes, mais que semble démentir cruellement l'expérience 
de la vie! 

Serait-il possible que le spectacle ainsi enlaidi de notre monde 
terrestre, et si rebutant pour tous les nobles sentiments de l’âme 
humaine, fut la vraie expression d'ensemble de la réalité, ou que le 
fond des choses se trouvât à ce point mauvais et incohérent? Ce que 
nous montre l’observation des êtres vivants paraît bien à peu près tel. 
Mais elle est loin de nous faire connaître tout ce qu’il y a chez eux et 
chez nous, même dans l’ordré moral où le bien, plus intérieur, silen- 
cieux dans son action, éclate beaucoup moins que le mal. 

Nous savons, d'autre part, que, dans nos Sciences physiques, les 
données de l'expérience seraient impuissantes à nous révéler les lois 
des choses, si la lumière infuse en nous de la raison n’apportait pas, 
de son côté, les éléments d’ordre, de simplicité, de beauté qui nous 
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permettent de relier, compléter et généraliser ces données empiriques, 
entre lesquelles subsistent toujours d’infinies lacunes. 


15. Sans doute, la beauté d’un système, sa simplicité sont loin de 


prouver à elles seules sa vérité; car tout est étrangement mêlé ici-bas. 


Et c’est pourquoi, au grand désespoir de notre pauvre nature intel- 
lectuelle impatiente de ses limites, la pénible, minutieuse observation 
est nécessaire pour jalonner les chemins que doit suivre notre esprit, 
dans sa recherche des lois idéales reliant les faits, et du genre de 
beauté, de simplicité, qui s’y manifeste. Mais, néanmoins, c'est 
toujours le principe esthétique de simplicité qui y fournit, en défini- 
tive, le critertum final, ou du moins la sanction consacrant le progrès, 
bref, qui a le dernier mot; car cette sanction, indispensable pour 
conclure, consiste dans la concordance, dans l’intelligibihité, des 
résultats et de toute l’OKuvre ('). 

Orilsemble bien suivre de là, malgré l’inévitable acte de fot en l'Intel- 
ligence subsistant toujours dans cette question et devenu de plus en 
plus un acte libre de l’âme entière, que la laideur absolue est un signe 
certain de fausseté, d’erreur et ne saurait se trouver au fond des 
choses. Donc la grande Communauté des âmes, où ont été le plus 
mürement et le plus complètement élaborés par les siècles les mysté- 
. rieux éléments de l’ordre moral, au moyen des mêmes principes de 
raison, d’harmonieuse beauté, qui ont organisé nos sciences, ou au 
moyen de principes analogues plus élevés encore, fait bien de verser, 
dans nos cœurs, les immortelles espérances permettant de neutraliser 
ou, tout au moins, d’atténuer, la tristesse du tableau qu offre en nous 
et autour de nous, à nos consciences et à notre sensibilité, le coin 
d’Univers où nous vivons. 


16. En résumé, dans nos sociétés éclairées par le Christianisme, 
l’homme d’études aux prises avec les problèmes philosophiques ou 


moraux gue lui posent inévitablement l’existence et la nécessité de 
. 

(1) On peut voir à ce sujet, à la suite de ma Théorie upprochée de l'Écoulement de 

l'eau sur un déversoir en mince paroi et sans contraction latérale, une longue Note finale 

du Mémoire, intitulée « Considérations sur les lois d'économie et de simplicité; impor- 


tance de ces lois en tant que principes directeurs de l'esprit » (Gauthier-Villars, 1907, 
et Mémoires de l'Académie des Sciences, t. L). 
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s’y conduire, mais où il sent complètement en défaut son intuition de 
savant, ne saurait mieux faire, sous peine de ne pas aboutir, que de s’y 
laisser guider par le Principe d'autorité, tel qu'il existe ou se trouve 
représenté au milieu de nous et a prouvé bien des fois, depuis des 
siècles, son efficacité. En particulier, le jeune homme de ce temps-ci, 
qui se sent la vocation de consacrer sa vie à la recherche passionnée du 
vrai, ne trouvera pas ailleurs le moyen d’épargner à son âge mûr 
l'effondrement de ses espérances, c'est-à-dire le naufrage dé son 
ardente croyance à la Vérité dans un scepticisme universel. Le principe 
d'autorité ne lui est pas moins nécessaire qu’à l’humble ouvrière 
absorbée par sa tâche ou à l’homme des champs courbé sur son sillon, 
lorsqu'ils sont, l’une et l’autre, soulevés au-dessus de la matière par 
V’appel d’un idéal supérieur de beauté morale. 

Ce principe d'autorité modérera chez lui la tendance critique, impa- 
tiente des obscurités subsistant toujours dans les questions même les 
plus simples (ne serait-ce qu'à raison des imperfections inhérentes 
à notre nature), tendance qui le pousserait instinctivement à dissoudre 
toutes les idées dans une analyse sans terme, jusqu’à la destruction 
complète de l’œuvre intellectuelle. Le respect de ce principe le 
maintiendra en communion avec le genre humain, ou lui permettra de 
ne philosopher qu'avec la sobriété caractéristique du sens commun, et, 
lui faisant accepter volontiers, malgré leur médiocrité apparente, les 
conditions de certitude de l’intelligence humaine, lui évitera de tomber 
au-dessous de sa nature pour avoir trop voulu s’élever au-dessus (‘). 


(‘) Le principe d’autorité a, très légitimement, un rôle à remplir jusque dans les 
Mathématiques, non seulement, chez tous, pour les innombrables résultats auxquels 
chacun croit sur la foi de ceux qui ont eu le temps et les moyens de les obtenir, mais 
même, pour les principes et les résultats les plus importants, chez ces esprits dont parle 
Pascal vers la fin de ses célèbres Réflexions sur la Géométrie en général, qui, faute de 
savoir comprendre ou se représenter la divisibilité à l'infini de la quantité idéale, « ne 
peuvent, dit-il, rien prétendre aux démonstrations géométriques ». Kt il ajoute : « Quoi- 
qu'ils puissent être éclairés en d’autres choses, ils le seront fort peu en celles-ci; car 
on peut aisément être très habile homme et mauvais géomètre. » 

Son temps n'a pas élé le seul à connaître de tels esprits. 
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L'ÉCOULEMENT DES FLUIDES PESANTS: 


Par M. Henri VILLAT. 


On sait les nombreux et importants travaux auxquels a donné nais- 
sance la théorie du mouvement uniforme des fluides pesants, depuis 
G.-G. Stokes jusqu'à M. T. Levi-Civita. (Pour la bibliographie 
détaillée, nous renverrons à l’article « Développements concernant 
l’'Hydrodynamique », de l'Encyclopédie des Sciences mathématiques, 
édition française, dirigée par M. J. Molk, 4° série, t. XVII, p. 173 et. 
Suiv.) 

Dans le travail actuel, qui a été résumé dans une Note parue aux 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. 156, 6 janvier 1913, 
p. 58), nous nous sommes proposé de décrire une nouvelle mé- 
thode pour aborder ce genre de problèmes. Dans les paragraphes 1 
à 7, nous exposons cette méthode, pour fixer les idées, dans le cas 
d’un liquide s’écoulant entre deux parois fixes, l’une indéfinie, l’autre 
indéfinie seulement en amont; la méthode à suivre pour les autres 
problèmes, signalés ensuite, restant presque exactement la même. En 
dernière analyse, la question se trouve ramenée à la résolution d’une 
équation intégrale entre deux fonctions inconnues, dont l’une carac- 
térise la forme des parois solides sur lesquelles glisse le liquide, et 
dont l’autre caractérise le mouvement à la surface libre du même 
liquide. Cette équation intégrale est fort compliquée par rapport à 
l’une des deux fonctions. Par rapport à l’autre (celle qui caractérise 
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les parois fixes), c’est une équation de la forme de Fredholm, de pre- 
mière espèce au sens de M. E. Picard. Mais c'est une “queue singu- 
lière, à laquelle les procédés classiques de M. Picard nes appliquent 
pas. On peut cependant l'intégrer, et même en expliciter complète 
ment la solution dans des cas très généraux. De sorte qu’un procédé 
s’offre pour obtenir la figuration de mouvements déterminés a l'avance, 
en choisissant a priori la fonction relative à la surface libre, satisfaï- 
sant aux conditions qu’entrainent qualitativement les circonstances 
données du mouvement. On peut ensuite trouver, parmi les solutions 
correspondantes, des configurations voisines de celle qu’on désirait 
étudier. | 

Dans les paragraphes 8 à 14, on a montré, sur l’exemple du canal à 
fond indéfini, comment la méthode était effectivement applicable : on 
a obtenu explicitement des mouvements, dépendant de deux para- 
mètres arbitraires, correspondant à une surface libre qui subit, d’amont 
en aval, une certaine dénivellation, la vitesse étant horizontale à l'infini 
dans les deux sens (et, bien entendu, de grandeur supérieure en aval). 
Parmi les solutions mises en évidence, on en trouve pour lesquelles, 
comme on pouvait s’y attendre, la surface du fond du canal présente 
une dénivellation analogue. | 

La mise en place précise de tous les éléments du mouvement ne 
dépend plus, une fois résolue l'équation intégrale dont il a été ques- 
tion, que de quadratures. Mais de nombreux renseignements précis 
peuvent d’ailleurs être obtenus auparavant, indépendamment de ces 
quadratures, et l'aspect général du phénomène est auparavant com- 
plètement déterminé. 

Dans le paragraphe 12, nous signalons une manière de poser le pro- 
blème du mouvement dans un canal à fond rectiligne indéfini, problème 
que la méthode ci-dessus ne résout pas, puisque la fonction, par 
rapport à laquelle se résout l'équation intégrale dont il a été parlé, 
doit précisément dans ce cas être identiquement nulle. On peut alors 
ramener la question à une autre équation intégrale dont nous disons 
quelques mots. Une telle équation, non intégrable d’ailleurs en l’état 
actuel de nos connaissances, joue dans le problème en question le 
même rôle que l'équation différentielle et aux différences finies, 
signalée antérieurement par M. T. Levi-Cività. 
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En terminant, nous signalons le cas où le mouvement à étudier 
possède une périodicité géométrique, ce qui arrive notamment pour 
un canal à fond présentant des irrégularités périodiques. Les considé- 
rations développées au paragraphe 13 ont pour but, non pas de profiter 
de cette hypothèse pour apporter au problème une simplification 
notable, mais d’obtenir, par la comparaison de ce cas avec le cas 
général, quelques résultats relatifs à une équation intégrale particu- 
lière, dont la solution explicite peut être fort utile dans d’autres ques- 
tions, comme je le montrerai dans un travail ultérieur. 


_ 4. Nous considérerons d’abord le problème de l'écoulement de l’eau 
dans un canal partiellement recouvert en amont, en supposant en 
première approximation que le mouvement permanent soit irrota- 
tionnel, et en nous bornant au cas de deux dimensions, ou, ce qui 
revient à peu près au même, en admettant que la couche liquide envi- 
sagée soit étendue sur une largeur suffisamment grande pour qu’il 
n’existe pas de différence appréciable entre les circonstances du mou- 
vement dans deux plans verticaux parallèles au courant général. 

Dans ces conditions, dans le plan où nous nous plaçons, il existera 
un potentiel pour les vitesses et une fonction de courant, 9 et 4, 
définis comme on sait à une constante près, et que nous supposerons 
nuls en un point O, choisi arbitrairement, du fond. Nous prendrons ce 
point O comme origine des coordonnées dans le plan xOy du mouve- 
ment, en choisissant l’axe Oy vertical ascendant, et l’axe Ow de même 
sens que le courant général venu de l'infini à gauche. Nous adopterons 
les notations suivantes : nous désignerons par @, la paroi solide qui 
forme le fond du canal sur lequel coule le liquide, par & la paroi solide 
supérieure, qui limite le courant en amont, et par À la ligne de courant 
qui y fait suite, ou plus précisément la portion de ligne de courant, 
qui, jointe à &, constitue la limite supérieure du liquide. 

Il est clair qu’on a, tout le long de la ligne 1, 


Ÿ— 0, 
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et tout le long de A+, 
y= Lo 
Y, désignant une constante. 
Si la vitesse d’une molécule fluide a pour projections u, # et pour 
grandeur V, la pression étant d'autre part p, les équations générales 
ie l'Hydrodynamique nous apprennent qu'on a dans le liquide 


(1) ~V24+ gy + p=const. 


Par conséquent, sur A, la pression devant étre constante, on aura 
(2) V?+ 29 y==const. 


Le sens de la constante 4, est bien évident : elle représente la quan- 
tité de liquide qui s’écoule par unité de temps à travers une ligne 
équipotentielle 9 = const. En effet, à cause des formules connues 


cette quantité de liquide, c’est-à-dire le débit, est égale à 


[udy—vde= [ay = 


les intégrales devant être prises entre les lignes de courant Ÿ =o 
et )=w,. Par un choix convenable des unités, nous pourrons tou- 
jours nous arranger pour faire |, ==, ce que nous supposerons doré- 
navant. 

Selon un procédé bien connu, posons maintenant (Cf. T. Levi- 
Civrra, Circolo di Palermo, 1907) 


(3) to w=u— ii, f=o+ih, 


f est une fonction de z régulière dans le champ du plan s occupé par 
le liquide; la fonction 

(4) | p —= _ 

est done une fonction régulière de s, et par suite de J; définie dans la 


bande horizontale comprise entre les UT ) =0, ) =e, qui 
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_ correspond au domaine du plan z. Ceci posé, convenons d'écrire 


(5) w= e—iw 
avec 
(6) © —0+ ir, 


de sorte que 
w —ete-i, 


(7) Li ESS 


rv 
u + le Le 


On peut alors transformer la condition (2) en une autre relative à la 
fonction w (f). La relation (2) donne en effet 


dV? dy 
| Tn eae Te) (sur A). 
Or, on ade suite 
gn OF SOY. à LIU ees res 
Se oh T(cosô + isin0) 
et, par conséquent, 
CN mere ee 
joa 4 sin 0. 


Puis ona 
| Het Rd 
de dg ae 


de sorte qu’en transportant, il vient la condition 


(8) Fer +g sind =o, 
qui doit être vérifiée par la fonction w de f, sur la portion des fron- 
tières du domaine indiqué ci-dessus, correspondant à la ligne A, c’est- 
à-dire pour f —t it + 0, avec © > 9, en désignant par 9, la valeur du 
potentiel qui correspond au point où le Fa quitte le contact 
avec la paroi supérieure w. A cause de l'arbitraire laissé dans le choix 
du point O, il est manifeste qu’on peut toujours supposer Do == 0-7 C'est 
ce que nous ferons dès maintenant. 

De tout ceci résulte que, les parois étant supposées De le 
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problème de l’écoulement du liquide sera complètement résolu si l’on 
parvient à déterminer une fonction w (/f) régulière dans la bande en 
question, et telle que : 

1° Pour / réel (c’est-à-dire sur la paroi &,) et pour f=it+ 9 
avec 9 < o (c’est-à-dire sur la paroi &), la partie réelle 0 de w (égale 
à l’angle que fait le vecteur vitesse avec l'horizontale) soit égale à 
l'angle que fait avec l’horizontale la tangente à la paroi donnée; 

2° Pour f = ir + 9 avec © > 0, la condition (8) soit vérifiée. 


Nous déterminerons donc une telle fonction. 


2. A cet effet, nous commencerons par remplacer la variable f par 
une autre, telle qu’à la bande horizontale du plan / corresponde, dans 
le nouveau plan Z=X-+7Y, une bande horizontale identique à la 
précédente, mais de telle manière que cette fois la frontière supé- 
rieure Y = = corresponde à la ligne de glissement A, et que la fron- 
tière inférieure Y =o corresponde aux deux parois & et a, (le point 
de séparation étant situé sur l’axe OY. 

Il est aisé de voir que la transformation suivante 


(9) ele 5 
remplit le but qu’on vient de dire. C’est ce que je laisse au lecteur le 
soin de vérifier. 


Entre les points des frontières, correspondant à la ligne A, on a, 
comme on le constate facilement, 


TN eP— eX +1, 
de sorte qu’il vient 
(10) 9g = log(e*+-1) 
et, par suite, 

1 ah 
(11) Ji à 


IL en résulte que la condition (8) à réaliser dans le plan de la 
variable f se transforme, dans le plan Z, en la suivante, qui doit être 
vérifiée sur la frontière supérieure Y = 7, 


met 
(12) (+e) Det + gsin@ =o, 
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en désignant par 


(13) QZ = ET, 


ce quest devenue la fonction w(f) après le changement de variable 
précédemment indiqué. | 

Ceci posé, appelons F(X) la valeur (inconnue pour l'instant) que 
prend au point d’abscisse X, de la frontière X =o, la partie réelle 
de Q; cette fonction F(X) est celle dont dépend la forme des parois 
solides & et &,; sa variation, quand X varie, résulte immédiatement 
de la variation de la pente de la tangente à ces parois. Appelons 
encore G(X) la valeur du coefficient T de z, au point d’abscisse X de 
la frontière Y = 7; à cause de la relation (7), cette fonction G(X) est 
celle qui détermine l’état des vitesses du liquide le long de la ligne 
libre A. . 
_ Supposons momentanément données ces fonctions F et G, et déter- 
minons tout d’abord une fonction de Z qui réponde à ces données, de 
manière qu’en outre la condition (12) soit vérifiée sur la frontière 


supérieure. 


3. Nous commencerons par observer que la fonction 


ch 2% 


ee TE Oa en Ae 
(14) =f CE ae 
zee sh 


réguliére dans la bande envisagée du plan Z, a pour partie réelle une 
fonction harmonique nulle sur la frontière supérieure et égale à F(X) 
sur la frontière inférieure. 

En effet, on constate sans peine que la transformation 


transforme le domaine du plan Z, en l’intérieur du cercle de rayon 1 
et dont le centre est l’origine du plan &, les frontières inférieures et 
supérieures de la bande, correspondant respectivement aux demi- 
circonférences du cercle, au-dessous et au-dessus de l’axe réel. Sur la 
demi-circonférence inférieure, la correspondance du point ¢ = e“ avec 
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le point Z= « de l’axe OX est réalisée par la relation 
(16) | a = log (—cot =). 


§ (s) désignant alors la fonction F [tog (- cot=) |, la fonction analy- 
tique (définie à une constante imaginaire pure pres), qui correspond 
à une partie réelle donnée, égale à zéro ou à f(s) sur la frontière du 
cercle où elle est envisagée, est alors la suivante (cf. par exemple 
Scuwarz, Journal de Crelle, 1872, p. 210; H. Vizzar, Bull. Soc. mat. Fr. 3 
1911, p. 443, A 


(7) xf Hs tity 


Revenons maintenant de là au domaine du plan Z, par la transfor- 
mation inverse de (15). Ona 


(18). ; re 


I+tet 
ae SR 
Le 


et, le long de l’axe OX, au moyen d’un calcul simple, 


: da 
I ds = ——. 
(19) aoe 
D’autre part, il vient 
Z+-a 
2 . D . =a Z = 
seen ee Pernt te Merge ae : a aS rs Sag 2 
1—Ce*  pe*@— 1 — (1 + te”) e-is _ 3 | 
( ) el + cot— € sh Z a 


dou, pour la fonction cherchée, l’expression 


ZL+ a 
; +0 ch He! 

20  —— ù NT re 
fe) : DT) EX) —a cha’ 
cs ch 2 : 


qui coincide bien avec celle annoncée plus haut. 


Cette fonction est bien déterminée sur la frontiére supérieure 
pour Z= 8+ ir. A cause des formules 


: it : 
ch u+—)=ishu 


/ 


SUR L'ÉCOULEMENT DES FLUIDES PESANTS. 185 
et 


as : 
sh (a + =) S1chu, 


sa partie imaginaire y devient égale à 


(21) He Fa) 17 


4. Ceci posé, formons maintenant une fonction analytique dans le 
domaine du plan Z, ayant sa partie réelle nulle sur OX, et sa partie 
imaginaire égale à L(X) au point Z—X +17. Si nous désignons 
par S(Z) une telle fonction, 7S(Z) étant réelle sur l’axe réel, sera 
prolongeable analytiquement dans la bande horizontale symétrique de 
la bande considérée, par rapport à l’axe OX, les valeurs de la fonction 
en des points symétriques étant imaginaires conjuguées. La partie 
réelle de :S prendra donc sur les deux frontières Z=X +ix, du 
domaine total, la même valeur — L(X). De ce nouveau domaine 
passons encore à celui d’un cercle de rayon 1 dans le plan Z,, par la 
nouvelle transformation 


aa Ts 
(22) Dee 


qui remplit évidemment le but proposé. Entre les points Z, = e's 
et Z—$ +x des frontières, la correspondance est assurée, comme 
on le voit sans peine, par la relation 


(23) Cr 2 Tor 


Ss 
cot |. 
2 


A la fonction L(B) correspond par là une fonction ¢(s), et à la fonc- 
tion 7S(Z) une fonction analytique dans le cercle, réelle sur l’axe réel, 
et dont la partie réelle soit — £(s) aux points e* et e”. Une telle 
fonction est donc (cf. par exemple H. Vicrar, Annales de l'Ecole Nor- 
male, 1911, p. 269) 

: 7 1 — Z? 
(24) = J Vib Beer = orm ee 


Ann. Ec. Norm., (3), oe. = JuiLLET 1915. 214 


40 
— 
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Il faut ensuite repasser à la variable Z. A cet effet on a, d’après (22), 


Z 
LS th i 
puis, sur la frontière supérieure, 
2ds 
dB = — —— 
B sins 
et en méme temps 
. I 
sins = ) 
chP 
2 
coss = ine. 
2 


Il en résulte immédiatement pour la fonction :S(Z) l’expression 


suivante : 


; Z 
‘: 1— th? — 
| de . 4 dB 
(25) iS(Z)== LG), — = 
ad. MORE: + tnt À RAA 
4 2 4 2 
Mais on a les formules 
Z ath? 7 + th 
Sie = 7? ch= == 7 
ie eat 
donc il viendra 
OO ter ta SN L(B) dB 
VAE ras et EME 
af on & (oh — shine) 
Le 2 2 3 9 
ou bien enfin 
6 sm = ft LB) 
(26) (Z) a f NE 
i 2 
Remplaçons maintenant L(8) par G(6) —H(§), la fonction 
(27) =f (68) —H(@))—, 


cho 
2 


aura sa partie réelle nulle sur OX, et sa partie imaginaire égale à G —H 
sur la frontière supérieure du domaine primitif. 
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5. Il en résulte enfin, en faisant la somme de deux fonctions obte- 
nues précédemment, que la fonction 


oh Zk 
. + 00 . ae a . +0 
Q(Z = FEU A EL E dp 
Der) Paget 16 -He7 —<E, 
he = ch : 


c'est-à-dire plus explicitement 


Z+ a 


+ 0 er da 
(28) -Q(Z) a i Les ar cha 
2 
2 pe 
7 + dB I à + 0 Ss 2 da 
+ | —f,/e@-if ro 
ur. Men Te chÊ— A 


répond à la question posée en premier lieu, c’est-à-dire correspond 
aux données des parties réelle ou imaginaire sur les deux frontières 
respectivement. 

Considérons alors cette fonction sur la droite Y=; au point 
d’abscisse X, sa partie imaginaire est G(X). Quant a sa partie réelle, 
d’après les constructions mêmes qui ont conduit à la fonction Q, elle 
proviendra seulement du second terme de cette fonction. La valeur 
limite de ce second terme, quand Z tend vers X +77, est égale en 
général à la valeur principale (au sens de Cauchy) de l’intégrale 


a cae 
(29) RS a B=X G(B) — af ii os es a oe 


—@ 


dans des conditions de validité analogues à celles qu’on a rencontrées 
et précisées ailleurs [c/f. notamment H. Vicrar, Sur la résolution 
de certaines équations intégrales et sur quelques problèmes qui sy 
rattachent (Acta mathematica, 1914)]. D’ailleurs, comme la valeur 
principale de l’intégrale 
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est nulle, ainsi qu’on s’en assure sans peine, la partie po sur la 
frontiére supérieure est, par suite, encore 


I T? G(B) dB 
ois he 
— 2 2 
B+ a X+a 
I Ce HD Eh as 2 a 2 da 
+ ie sn ro 
17 sh _"—e ch ch 
| ee 2 2. ? 
ou encore 
+ 0 
(30) O(X) =— _G(B) dB 
2T B—X 
sh 
TT 2 
+2 ai = oo 
fog, OS oy SRP ey eee = 
es dp = 3 2 2 F(&) 
ie Vs Pee poe 
« 2 nu 2 2 


la première intégrale ayant toujours sa valeur principale. 


Dans la-seconde intégrale, le numérateur de la fraction qui mul- 
F(a)da 
cha 


= [sn b= + sh (a+ EX )] fn EÉ + sn(a + SE) |, 


c’est-à-dire évidemment à 


tiplie 


» est égal a 


D 
Lé 


cha sh 


Il reste done pour le second terme de @(X) l'expression suivante, 
après simplifications faciles, 

ae 
I te F(a) da 


qr dp a ee ss NE 
am ch ae ch 4 = 
; 2 2 


(31) 


a 0 
— oO 


Or, l’interversion de l’ordre des intégrations est ici généralement 
permise; c’est notamment le cas si F(a) reste finie pour « infini, et 
cette condition est évidente d’après le sens physique de la question, 
F(a) étant la valeur de l'angle que fait avec l'horizontale la tangente à 
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la paroi solide, La quantité envisagée est donc égale à 


I rea a. AO 
Ar? me) re 


2 2 


Mais un calcul simple donne 


d’ \ = l . . 
où, pour l’expression ci-dessus, la valeur 


ag ** F(a) da 
OT Toa 
ch 
Z = 9 2 
et finalement, pour 6, 


ET GiB) dB + F{x) da 
a ee les Sed ve f ea. 
=e 2 iin 2 


co 


D'après la condition (12), sur la frontière supérieure, nous devons 
done vérifier la relation que voici : 


(33) (1 -+ e-*) & &®) G(X) 


27. on POG (PE NL > J ¥ilajde 
27 | d 27 ee 


Telle est |’équation fonctionnelle qui lie les deux fonctions F(X) 
et G(X) pour que la fonction de Z obtenue ci-dessus puisse étre une 
solution de notre problème. 

Cette équation, compliquée par rapport à la fonction G(X), se pré- 
sente au contraire, par rapport à la fonction F(X), sous la forme 


(34) pees as f si (B) a 
ar 


— 27 are sin ET hes)ee® —2r$(X), | 
8 


en désignant le second membre par 27 f(X). 
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Supposons alors que nous nous donnions G(X). La fonction ¥(X) 
est donc considérée comme donnée. Pour connaître F(X), et par suite 
la fonction analytique qui résout le problème, il suffira de résoudre 
l'équation fonctionnelle 


ch 
2 


eo 


Or c’est là une équation de Fredholm, de première espèce, mais singu- 
lière, les limites de l'intervalle d'intégration n’étant pas finies. On peut 
cependant l'intégrer, et même en expliciter la solution, dans des cir- 
constances très générales, comme on va l’expliquer. 

A cet effet, considérons la fonction, analogue à S(Z) déterminée 
déjà dans un paragraphe antérieur, et dont la partie imaginaire est F(X) 
sur la frontière Y= 7, et dont la partie réelle est nulle sur Y — 0. 


Cette fonction est 
vu **° F(a) da : 
27 er a—Z 
ee 2 


Pour Z réel, égal à X, elle est imaginaire pure, de la forme 7¥(X), et 


Vona 
1 T° F(a) da 2: 
af tae 
ch : 


Résoudre l’équation (35) revient donc à trouver, sur la droite Y=z, 
la valeur de la fonction analytique dont la partie réelle est nulle sur OX, 
et la partie imaginaire égale à $(X) sur la même droite. 

Ce problème ne peut donc avoir plus d’une solution; sans quoi la 


différence de deux telles solutions formerait une fonction analytique | 


non identiquement nulle, et qui serait nulle tout le long de l'axe OX. 
La fonction de Z, U(Z), dont il s’agit, est donc telle que -U(Z) se 
réduise à ¥(X) pour Z réel. On peut donc écrire 


= U(Z) = $(2), 


dès que #(Z) est une fonction analytique régulière dans la bande 
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définie par | Y| <7 dans le plan Z. Et pour Z = X +i*7, on aura 
=U(X +in)=F(X+in). 


La partie imaginaire de U sur cette frontière est donc la partie réelle 
du second membre, et l’on a par suite 


(36) F(X) == [8(X + im) + (X —in)]. 


_ Ilen résulte la marche suivante pour la résolution, au moins théo- 
rique, du problème proposé. On se donnera une fonction arbi- 
traire G(X), dont Vallure générale sera déterminée d’ailleurs par la 
loi de variation de la vitesse le long de la ligne de courant A. Cette 
fonction devra satisfaire à l'inégalité 


(37) L(r+e yes G(X) | Er, 
5 


dont la nécessité se lit évidemment sur la relation (34). On connaîtra 
alors f(X), et l’on calculera F(X) comme il vient d’être dit. La fonc- 
tion Q(Z) sera alors complètement connue, et il ne restera plus que 
des quadratures à effectuer pour obtenir tous les éléments du mouve- 
ment correspondant. Ceux-ci se calculeront par des procédés faciles, 
et qui sont bien connus (cf. par exemple Levi-Civrra, Czrcolo di 
Palermo, 1907), en partant de l’équation (4) mise sous la forme 


.o df 
Fe nids oy 
dz=e a7! 


c’est-à-dire, d’après (9), 


(38) dz = ei® 


équation qui permet de revenir, du plan auxiliaire Z, au plan dans 
lequel a lieu le mouvement. En intégrant la formule précédente le long 
des frontiéres, on placera dans le ee Z les parois solides et les fron- 
tiéres du jet liquide. 


6. Il est clair que des considérations analogues s'appliquent à 
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d’autres cas d’écoulement des fluides pesants; en général, à tout 
problème d'écoulement pour lequel le domaine occupé par le liquide 
en mouvement peut être représenté conformément sur un cercle (par 
exemple), de telle manière que les images de l’ensemble des parois 
solides limitant le courant, d’une part, etles images de l’ensemble des 
lignes libres des jets, d'autre part, ne divisent la circonférence fron- 
tière qu’en deux ares distincts. Il faut en outre, bien entendu, qu'on 
soit dans le cas où l’on puisse appliquer à la fonction qui joue le rôle 
de f(X) les considérations du paragraphe 6. Dans tous les cas, par 
des représentations conformes appropriées, on sera toujours ramené à 
trouver, dans un plan Z, une fonction analogue à Q@(Z) ci-dessus envi- 
sagée, la condition à satisfaire dans chaque cas le long de la frontière 
supérieure étant, au lieu de (12), une condition toujours de la forme 
(39) A(X) eo + g sin@ =o. 

La fonction A(X) peut varier d’un problème à l’autre et ne dépend 
que des transformations employées. La méthode ultérieure reste exac- 
tement la même. 

Si, dans le problème explicité ci-dessus, on imagine que la paroi & 
disparaisse entièrement à l'infini en amont, de sorte que le jet se 
réduise à un courant liquide coulant sur un fond solide indéfini &, et 
limité supérieurement par une surface libre À (image très approchée 
de la section par un plan vertical, d’un canal à fond quelconque, 
enserré entre deux quais parallèles), les calculs antérieurs s’appli- 
quent intégralement : il suffit d'opérer dans le plan /, sans avoir 
besoin de la variable auxiliaire Z, ou bien, pour ne pas changer les 
notations ci-dessus, de remplacer la relation (9) par la relation 


Ve 
Tout revient alors à trouver une fonction Q(Z) vérifiant la con- 
dition 
dT 
dX 


(40) en + gsin®=o 


sur la frontière supérieure Y = + de la limite horizontale du plan Z. 
De sorte qu'on rentre dans le cas indiqué auparavant ; en désignant 


SUR L'ÉCOULEMENT DES FLUIDES PESANTS. 193 
par F(X) et G(X) les valeurs de la partie réelle et de la partie imagi- 
naire sur les droites Y=o et Y=7 respectivement, l'équation à 
satisfaire entre F(X) et G(X) est alors 
wet (cr) da 

X—a 


2 


ch 


— oe 


*° G(a) da 
a—X 


sh 
Pt ADs 2 


27 arc sin E eee LE x) | Son F(X). 
fo) “ 


Avant de faire voir comment on peut traiter effectivement les appli- 
cations de ce qui précède, nous ferons une observation au sujet de la 
fonction ¥(Z), concernant la fonction, qui y figure représentée par 


l'intégrale 
| {- G(a) da 
ces à 
sh 


Gr 2 


qu’il est évidemment permis d'écrire 


*° G(a) — G(X) 
CAEN 
sh : 


dz, 


00 


puisque la valeur principale (au sens de Cauchy) de 


" 
bee 


est nulle, comme on le constate sans peine. L'intégrale qu’on vient 
d'écrire représentera, en remplaçant X par Z, dans la bande considérée 
du plan Z, une fonction analytique dans tout le domaine, dès qu’elle 
sera analytique sur l’axe réel Z — X. | 
En effet, nous l'avons vu plus haut, dès que G(X) est sommable, la 
fonction | 
+” G(a) da 
a—Z 
2 


ch 
V_« 
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est analytique dans la bande comprise entre les droites Y=-+7 du 


plan. Donc 
: js G(a) da 
Lo 


jouit de la méme propriété dans le domaine compris entre V0 
et Y= 27. Or, à cause de 


chu + =) —ishu, 


cette fonction n’est autre que 


à F? G(a) da 
—l PTS À 
sh ? 
S00 6 2 


Il suffit donc que cette dernière soit analytique pour Z réel pour 
qu’on puisse la prolonger, selon un principe connu, du côté des Y 
négatifs ; et la fonction obtenue est bien définie et régulière dans toute 
la bande | Y|<7, limites comprises. 


II. 


8. Nous allons maintenant traiter une application. Proposons-nous 
d’étudier le mouvement de l’eau dans un canal présentant un change- 
ment de niveau, de telle sorte que la nappe liquide venant de l’amont 
coule horizontalement à un certain niveau, pour tomber en aval à un 
niveau inférieur. La surface libre part horizontalement, s’infléchit en 
s’abaissant, puis redevient horizontale: la vitesse le long de cette sur- 
face libre augmente constamment, depuis une valeur finie jusqu’à une 
autre valeur finie. 

La vitesse le Tong de la surface libre étant égale, comme il résulte 
de la théorie développée ci-dessus, à ef", cette condition relative à la 
variation de la vitesse sera satisfaite si l'on choisit pour G(X) une 
expression de la forme 


(42) | G(X) =A +B, 
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dans laquelle A et B sont deux constantes, dont là première est posi- 
tive. | 

, x ë 
L’angle avec Ow, de la tangente à la surface libre dans le sens du 
courant, est, d’après l'équation (40), défini par 


3AthS+3B À xX 
e * —(1—th?— };, 


(43) sin@ =— = : 7) 


c’est-à-dire 


se 
(44) © — — arcsin ESS ar) a 
4g h 


Lo] 


en choisissant la détermination de l’arcsin qui s’annule avec l’argu- 
ment. Nous poserons, pour simplifier l’écriture, 


| | ApS oA, 
(49) ae 
| Be eee 


A, et B, sont tous les deux positifs. Lorsque ¢= th> varie de —1 


a +1, la fonction de z 
— B,e*4(1— 2), 


dont la dérivée a le signe de 
A,(t?—1)+2¢ 


décroit d’abord à partir de zéro, passe par un minimum et croit ensuite 
jusqu’à zéro, le minimum étant atteint pour la valeur de ¢ (correspon- 
dant à une valeur positive de X) comprise entre o et 1, et qui annule 
le précédent polynome en ¢. Il est clair, du reste, que la valeur absolue 
du minimum est certainement inférieure au produit B,e* des modules 
maximums de chaque facteur. Nous supposerons ce module maximum 
inférieur à 1, et même, plus précisément, nous nous imposerons la 
condition 


(46) 2B, ees. 


De là résulte que l’allure de la surface libre sera, dans ces condi- 
tions, conforme à celle qu’on désirait obtenir. 


9. Ceci posé, pour poursuivre l'application de la méthode, nous 
avons à former la fonction $(X) définie par (41). Il nous faut donc 


ee 
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commencer par calculer l’intégrale 


+a 


th2 de 
(47) 1 ""@(a)da _ 4 4 } 
47 x FRERE TRS ROTTS E 
sh ? Là roth She 
CE = — 2 2 2 > 4 


En posant ¢’= th, on a de suite 
j 
LL 


+ Ni t' dt! 
1=-2 A (° =) —_—— — 
! tees 
Rene 
| +1 
—3}) ’ 
QUE 


d’où, en prenant la valeur principale, comme nous le devons, 


puis 


I= (2Aclog|e'—¢|—** log 


X X 
is ve * Fer ip se 
(rw 7 eS ee co X° 
th — Modan à 

4 


Par suite, il vient pour f(X), 


; 1—tb—, i1—th- : ‘ 
(48) F(X) Re = Sy a ee —arcsin [Be "* (1 th? | 
rs br ny à 


Si nous remplaçons X par Z, la fonction f(Z) sera-t-elle analytique 
dans le domaine considéré du plan Z? 
Cela est à peu près évident en ce qui concerne l'expression 


ff 7 

. 1— shes I the 

(49) MIU Ayes log , 
: the te Wie 


qui intervient dans une partie de #(Z). Dans la bande définie 
par|X|<Sz, ona 


The may ie ae 

7 th + (tang — 

é 4 A 
pu Wag SRB oi 
OT ER i ect 


4 


Le 
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avec 


Dans ces conditions, il vient 


X 
: ee + tang? 


Z 
4 


th 


= 

4 
X ve 

1 + th? res a 


et cette quantité ne dépasse jamais l’unité, car l'inégalité exprimant ce 
fait se met immédiatement sous la forme 


(04) (me) 


sous laquelle elle est évidente d’après ce qui précède. On en conclut, 
par un caleul facile, qu’on peut écrire, dans le domaine considéré, 


si 7 in 2 {hr T 
ee 7 Moan 3 MiG hele oe ae > 
th— 
. 4 

c’est-à-dire 
(50) | J(Z)=4 Re ne 

2 1.3 4 50 Sc 

Bs eR aie tn eg LA 

(2n —1)(2n +1) Pare à 


. C’est bien là une fonction analytique de Z, régulière dans le domaine, 
sé » reg 
y compris pour Z=o, et réelle sur l'axe réel, prenant des valeurs 
conjuguées aux points symétriques par rapport à l’axe OX. 
Passons à la fonction 


E 
(51) K(Z) =aresin[Bye™"* (it) |, 

dans laquelle Ja détermination de l’arc sin choisie est celle qui s’annule 
pour th? = + r. Cette fonction de Z est régulière tout le long de l'axe 


réel, d’après le choix des constantes A, et B,. Pour qu’elle cesse d’être 
régulière dans le domaine, il faudrait que l’une ou l’autre des deux 
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équations 
5 Bie" (1 int) = 
(92) 1 A Bes 


y soit quelque part vérifiée. Il suffit évidemment de considérer ce qui 
se passe pour o SY<z. En posant pour abréger 


x Y 
t=th—, Rs 


4 
il faut étudier les équations 


t+ip- . 2 
Ay ——— f+lyp By 
(93) | PE re | — (CE) aoe. 
Ona 
t+ip : 
I+ ity aoc 
avec 
2 
= aS pee = sgnt= sgn X, 
(54) ees 
6 Pete 
I+ 2p? 3 


et les équations (53) reviennent à 


(1— a? + 6?) sinA, 8 — 2af cosA,B — 0, 


ce? B,eM*[(1 — a? + 6?) cosA16 + 208 sinA,B] =r. 


De la première de celles-ci on tire 


cosA,f _ sinA,B 1 


4 

(56) 1—a?+ 6? 2.0/3 O° 
avec 

(97) p= (1 — a+ Bt)? + ha? B?, 


et la seconde devient alors 
(58) Bipe@= +1, 


Elle exige évidemment que le signe du second membre soit celui de Q. 
Ceci posé, rien n’est plus facile que de constater que B ne dépasse 
nulle part l'unité; si donc nous faisons l'hypothèse 


(59) . ASS, 
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cos A, sera constamment positif. D’autre part, un calcul élémentaire 
donne 
hese pt Oe 2 


I— os 62 — 
6 (1 + ému) 2 


cette quantité est donc aussi positive et il résulte alors de (56) que o 
est positif, et aussi que « est positif. L’équation (58) deviendra done 
(en excluant la combinaison impossible fournie par le signe —) 


(60) B,pe*=-+1, 


et il ne pourra y avoir de solution possible que si « > 0, c'est-à-dire 
X > 0, ou encore { > 0. 

Ceci posé, je dis que l’équation (60) est impossible. En effet, si l’on 
forme le carré du module de son premier membre, on trouve comme 


résultat 


1(1+ U2) 
(61) Mon Tega ee Le D DOS 


(1+ @p?)? 


Supposons ¢ fixe, et faisons varier & de o à 1; on voit de suite que, 
pour ¢ positif, la fonction 
é(1+ pu?) 
I + oye 
croit; sa plus grande valeur est, par suite, ——- 
La quantité 
1 + pe 
i+ Cp 
est aussi une fonction croissante de u, et sa plus grande valeur 
est — Le maximum du carré du module est done, quand ¢ est 
ss at 
donne, 


21 2\2 
peers ail 
1 É (i+) 


En posant, comme on ena évidemment le droit, 


t= ang 2 (o<o< 2) 
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cette expression est le carré de 

(62) 2 B,ehsinê cosd, 

laquelle est une fonction de à manifestement toujours inférieure à 
2B,eï. 


Or, d’après (46), cette dernière quantité est par hypothèse inférieure | 
à r. Il en résulte donc que, dans l’équation (60), le module du premier | 
membre n’atteint jamais l’unité, et par suite cette égalité est impos- 

sible. Les équations (53) n’ont donc certainement aucune solution, 

et la fonction K(Z) reste régulière dans la bande du plan Z, consi- 

dérée. 


10. Ceci posé, nous devons maintenant former l'expression f(X+17), 
dont la partie réelle nous fournira la fonction F(X). Or, par le chan- 
gement de X en X =1T, 


X : t+ 
Lin devient - 
: 4 1 + cé 
et, par suite, 
1—f | ; ges 
devient .—2%1——».- 
t 1-+ ?? 
1+¢ .1—é 
PRE » ni À > 
I1— 6 I+f¢ 
tae : al tore fh à 
1— + oct 


1— 
- On a, avec des 


Voyons de plus près comment se comporte log ; 
i+ 


notations déja employées, 


Z t } 
the DR, 
fy ES Ge 
de sorte que 
1— th; . 
log —— = log (Vk : 
PAT Er 
4 
ou encore 
WA + 
aS 
Z t I — 
log 7 dB los ons \ 
t+th— re 
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le premier logarithme étant réel, et le second nul pour Y = o. Dans 
ces conditions, on a de suite 


( BY 
à COS — — sin — 
re he. 4 4 A 
pee. RU Var =—i—) 
is WSF + tsin— É 
ef 
et quand Y tend vers 7, 
| I he 
log 3 
Log 
tend vers 
Py eae! T 
EN EN 2 


Des deux termes dont se compose f(X +77), le premier a done 
pour partie réelle 


(63) 


Quant au second terme, il devient, au signe près, 


A TRS : 
t+i A4 Cher 2 
p—#t? Ay oat . 2B, ( É a) 
(4 NE Ne cs 


64 arcsin| 2B -_ 
(04) Sy ait 


Re. 
1+ish— 
2 — 
et il est facile de se rendre compte que la détermination à prendre 
pour l’are sin doit devenir nulle pour X infini. On a done, le signe & 


désignant : « partie réelle de », 
; À B bees : 
. 2 ch — 
i — Aare Sin] ———- e Ua F 


3ch — he 
2 asie 


(65) F(X) — 


. Il sera un peu plus commode de remplacer la variable X par une 
autre, y, liée à X par les trois relations, que l’on sait être concor- 
dantes, 
xX 1 x 


(66) ch = os sh = tangy; ce = (silly. 


: . : T T : 
Lorsque X varie de — © a+, y varie de — = à +=: Il vient 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — AouT 1915. . 26 
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alors de suite 


A i 2B, s(siny+icosY) 
(67) F(X) = + cosy—& arc sin | Fone tse | 
ou bien 
(68 ) F(X) = P(y)—Q()), 


en posant 


Ay 
Piy) => ces 
(69) | 3 
Q(y) = arc sin(2B,s) 


et 
(70) § COR year CENT 
La variation de P(y) est évidente. Pour nous rendre compte de 


celle de Q(y), nous commencerons par examiner dans le plan la tra- 
jectoire décrite par le point s affixe de l'imaginaire du même nom. En 


coordonnées polaires, ce point est immédiatement déterminé par le | 


rayon vecteur 
ehsihY cos y 


et l’angle polaire 
: A, COSy — y. 


Bornons-nous au cas où la constante A, est au plus égale à 1 (nous 
verrons d’ailleurs un peu plus loin que cette restriction est entraînée 


Fig Pr. 


elle-même par le sens physique de la question). Dans ces conditions, 
on s'assure, sans la moindre difficulté, que le point s décrit une courbe 
ayant l'allure ci-dessus. 

Le point r= 2B,s décrit une courbe homothétique de celle-ci par 
rapport au point O dans le rapport 2B,, et tout entière contenue dans 
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le cercle de rayon 1, de centre O; ce fait résulte de l'inégalité (46) et 
de ce que le maximum du rayon vecteur correspondant au point r est 
toujours visiblement inférieur à 2B,e™. 

Ceci posé, rappelons-nous qu’on a 


- I ‘ a ae 
are sinr = = log(ir + V1— 7). 
La détermination du radical qui convient dans le cas actuel est celle 
qui est positive pour r=o; en effet, cette valeur de 7 correspond 
x T \ . 5 r . . A 
à yY=+-, cest-a-dire à X=-+, et l’arc sinus doit y être nul, 


comme nous l'avons vu; par suite, l’expression sous le signe loga- 
rithme doit se réduire à + 1. Les courbes décrites par les points i 
et V1 — 7? sont alors faciles à construire par points et elles ont la 
forme suivante, d’où la courbe décrite par le point #r + V1 — 7? : 


high oh 


Il est bien facile de vérifier que cette dernière courbe I est tangente 
à l’axe réel au point d’abscisse 1 (qui correspond à X — +). Cela 
résulte des formules 


£ (are Ra MNT (As Cosy — 2) 
a 


r— dd 

et 

| be ) 

4 B 

Pt à 2 21 pAssiny +i (A,cosy—27) 
(i—r?)? Vi—7 


x | (A; cosy — 2) [Ay cosy — i(Aisiny + 2)] — A, siny Ë 


ad? ; 
ee sin 7) = 


. . T 
d’où l’on conclut immédiatement que Rarcsinr, quand y part de — =» 
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commence par croître à partir de zéro, et qu'il arrive à zéro en décrois- 
: Tw . ’ ; 

sant lorsque y tend vers + =: Comme &arc sinrn estautre que l’angle 
polaire (nul en A) du point correspondant à la même valeur de X sur 
la courbe T, on en conclut le fait énoncé. | 

Il est maintenant bien facile, dans chaque cas, de tracer par points 
les courbes représentant les variations des fonctions P(y) et Q(y)- 

P 


On constate sans peine l'existence de deux cas généraux distincts, 
représentés par les deux figures ci-après : 


Fig. 3. Fig. 4. 


=i : +1 ni 


Occupons-nous seulement du premier cas, de beaucoup le plus 
intéressant du point de vue physique. 

L’allure générale du mouvement du liquide coulant dans le plan z 
est alors représentée par la figure suivante. . 


Dans ce cas (qui correspond à A, petit par rapport à B,), le profil 
du fond du canal est d’abord montant, puis descendant, puis le niveau 
s'élève de nouveau; à l'infini, à droite comme à gauche, la pente 
est nulle. II était facile de prévoir à l’avance ce cas, tout en précisant 
les conditions dans lesquelles on devait s’y trouver. 
En effet, désignons par d, la différence de niveau de la surface libre 
en aval et en amont; par /, la profondeur de la nappe d’eau en amont, 


par A, sa profondeur en ral (d,,h,,/, sont positifs). Appelons enfin d, 
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la différence de niveau du fond du canal en aval et en amont (positive 


si le niveau aval est inférieur au niveau amont, négative dans le cas 
contraire). 


Dans ces conditions, l’équation (2) appliquée à la surface libre 
nous fournit la relation 


(Vente LE (Vava)? SE 294; ==), 
, x . 
c'est-à-dire 
er 2A+2B __ et2A+2B 22d, == à 


ou bien 


(71) di = —<e®sh2 A. 


to} 


D’autre part, le débit étant le méme en amont et en aval, et égal à x, 
ona 


(ya)) 2 | hee hell, 
Maintenant, on a 


et la condition pour que cette quantité soit positive se met facilement 
sous la forme 


(74) eBchA> tg 
ou encore [équation (45)| 


(75) LD anaes 


D’autre part, la condition (46) peut s’écrire 
(76) 2B,< e— 3A, 
Or, ces deux dernières inégalités (75) et (76) ne sont compatibles 
que si l’on a 


É AT =. 
(77) ARE 
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On constate élémentairement que cette dernière condition nest 
vérifiée, pour A positif, que si 


A < À, 


. n . . A 
en désignant par A, un nombre égal approximativement à 7, et un 


peu plus grand. 

Done d, ne sera positif que pour A<A,, et il faudra en outre 
choisir B, entre les deux limites définies par (75) et (76). On voit de 
suite qu’il en résulte pour A, 


Baan 


Le cas de la figure 5 correspond a cette limitation. 


11. Nous connaissons maintenant les grands traits du mouvement 
dans le plan z : il est facile de préciser davantage en calculant la fone- 
tion Q(Z) qui permet de placer chaque point du fluide avec la vitesse 
correspondante. On connait, en effet, la partie réelle de cette fonction 
sur les deux frontières du domaine du plan Z, à savoir : 


© = F(X) 
sur Y= 0, et 
x 


th *(: ayy =] 2 F,(X) 


fournie par (44) sur Y =7+. Il est alors aisé de montrer qu'on a 
pour Q(Z) l'expression 


? A 
© =—arcsin E e” 


: | 
EUR Ma se Le PRE D Ne AT do 
8 RS IT ee ae a 7 = ee HE 
aD Tiles (a) he? cha vals HOT pe Fi 
2 - Eee 


4 


ou C est une constante réelle qu’on déterminera par la condition que 
la partie imaginaire T soit, en un point quelconque de la frontière 
supérieure (par exemple pour X = +  ), égale à la valeur correspon- 
dante de la donnée G(X). 

Q(Z) est done donnée par une quadrature, et l’on sait en déduire la 


ena 
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mise en place précise des éléments du mouvement dans le plan Z, par 
le moyen de la relation 


(79) dz — ein dZ = e9-" 47, 


Mais, comme on s'en est déjà aperçu, ceci n’est pas nécessaire pour 
obtenir de nombreux détails sur les conditions du mouvement. Nous 
ferons encore observer que, notamment, la surface libre peut se déter- 
miner exactement, et indépendamment dw calcul de Q(Z). On a, en 
effet, le long de A, 


NE 


ds=e "4 "(cos® +isin@)4X 
avec 


x 
sin®=—B, pa — +) . 


On en déduit de suite pour 


ag ae a EON ye - a 
(80) a= fe eet fears aX) ax, 
et pour y 
Sa, X ; 
(81) y= [—Boeme (1) ax, 
: 5 


c’est-à-dire 


By ge +B Ë J 
cee) ya (ett) const. = — 2 V4 const, 
8 2g 
ce dernier point était évident a l’avance à cause de (2). 


12. En somme, la méthode indiquée ci-dessus, pour les problèmes 
d'écoulement des fluides pesants, revient à se donner en quelque 
sorte la surface libre (ou les surfaces libres) au moins qualitativement, 
et à en déduire la forme des parois solides. Dans certains cas, le pro- 
cédé contraire serait assurément souhaitable, notamment pour l'étude 
du mouvement dans un canal à fond horizontal rectiligne; en ce cas, 
la fonction que nous avons désignée par F(X) devrait être identique- 
ment nulle. La seule inconnue restante, si l’on envisage toujours le 
problème comme dans les paragraphes antérieurs, est G(X), et, 


208 HENRI VILLAT. 


d’aprés aoe cette fonction devra satisfaire à l’équation intégrale 


=e Me = 
(83) pe SO = sin} — 


On peut d’ailleurs obtenir plus simplement, pour ce cas particulier, 
une équation analogue et jouant le méme role que celle-ci, en trans- 
formant la bande ig plan / (ou Z) en un demi-cercle par la transfor- 


mation déja employée 
1+¢. 
1— 


f=2log 


on ramène facilement la condition (8) à la forme 


are dT : 
— sins es) — sin®, 
2g ds 


(84) 
équation fonctionnelle qu’il faut vérifier sur la demi-circonférence 
supérieure |¢| = 1, c’est-à-dire pour 


RSA, 


Sur le diamètre placé sur l’axe réel, l’angle @ est nul; la fonc- 
tion 2 = — T +70 est done réelle sur l’axe réel, donc prolongeable 
dans la demi-circonférence symétrique de la première par rapport à 
l'axe susdit, et elle donne naissance à une fonction analytique définie, 
si l’on veut, par les valeurs T(s) de T sur la circonférence frontière 
[les valeurs de T(s) aux points symétriques étant les mêmes]. On a 


done (cf. par exemple M. Vita, Annales de l’École Normale supé- 


rieure, 1911, p. 269) 
(B50 2 teh ei f Ras, 


1—20coss + 2? 


el, dans ces conditions, il vient sur la circonférence (ae 1 (Annales 
de l’École Normale supérieure, 1911, p- 264) 


(86) EE [ Piles EE LEN 
, ° 0 


. €—S , E+S SEC 
DOM sin T COSS — COSE 


| 
| 
| 
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La fonction inconnue T(s) doit donc satisfaire à l'équation intégrale 


= T orp 
(87) 28 sin je as.) — sins eT) ms), 
0 . 


T COSS — COSE 


ou bien entendu, comme dans les équations antérieures, l'intégrale a 
sa valeur principale. Je reviendrai ailleurs sur ces équations. 


13. Je terminerai ce travail par quelques remarques concernant le 
cas où le phénomène d’écoulement considéré présente une périodicité 
géométrique : c’est, par exemple, le cas pour un canal à fond irré- 
gulier, de direction générale horizontale, et dont les irrégularités se 
reproduisent périodiquement comme l'indique la figure. 


Fig. 6. 


Lorsque le régime permanent est établi, la surface libre présente 
une périodicité analogue, et il suffira de connaître les circonstances du 
mouvement sur une portion seulement du canal, sur une certaine 
largeur a, à savoir une portion dont tout le reste du canal puisse se 
déduire au moyen de translations successives d'amplitude a. Dans les 
considérations qui vont suivre, je ne vais pas tirer de la périodicité 
supposée une simplification pour la recherche du mouvement; je me 
propose, au contraire, en rapprochant ce cas du cas général qui a déjà 
été examiné, de montrer comment on peut en déduire indirectement, 
dans certains cas, la résolution d’une équation intégrale particulière, 
dont l'intervention peut être fort utile dans d’autres questions, comme 
je le montrerai dans un travail ultérieur. 

Placons l’axe des x dans le plan 3 du mouvement, parallèle à la 
translation a. | 

En utilisant les mêmes notations qu’aux paragraphes 3 et suivants, 
dans le plan auxiliaire f (ou Z) sur lequel est représenté le domaine 
liquide, la fonction Q(Z) qui a été définie plus haut sera nécessaire- 
ment périodique avec une période réelle b. Il est évidemment possible 
de faire en sorte que le domaine élémentaire & du plan + corresponde 

yr Ee. Norm., (3), XXXU. — Aour 1915. 27 
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à un rectangle ws du plan Z, de largeur b et symétrique par rapport a 


l’axe OY. 
Fig. 7. 


aM. 
2 


Avec les mémes notations que plus haut, on aura alors 
(88) G(X + 6) =G(X). 

La fonction F(X) jouira alors de la même périodicité. En effet, dans 
l'expression (41) de ¥(X), le terme 


arc sin |-ee G(x) 


possède la période 5. Quant au terme 


il peut évidemment s’écrire 


fre G(a + b) d(a + b) 
2T (= EE). 
sh — 

pe. 2 2 


c'est-à-dire, d’après l'hypothèse, 


ÉTANG ET a 
aT ch 68 —(X+ b) 
EA 2 
Il représente donc une fonction de X également périodique avec la 
méme période. Le même fait résulte alors pour la fonction F(X), de 
ta manière même dont on a appris à former cette fonction. 


Observons encore ici que, entre a et b, on a la relation | 


b 
; ap ei2 dZ. 
0 


> —w" di il 
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Ceci posé, au rectangle de la figure 7, faisons correspondre une 
couronne circulaire : on sait qu’on y parvient par la transformation 
(cf. E. Picarp, Analyse, t. I], p. 135) 

aint 
(89) | be .}; 
les rayons extrêmes étant 1 (correspondant à la frontière Y =o) et ¢ 
(correspondant à la frontière Y = 7), avec 


27? 


(go) TC a 


Sur la frontière Y = x, on devait vérifier la relation 


er à 
ee T(X) at sin® =o. 
Or, à la fonction Q(Z) = 0 + 7T, correspond une fonction de % définie 
et régulière dans la couronne précédente, à savoir 


2,(%) =@:+iT,; 


et comme les points suivants des deux plans : X et e“ d’une part, 
X +ir et ge” d'autre part, se correspondent par l'équation 


(91) . | X= —) 


on voit que tout revient à trouver Q,(%) satisfaisant, sur la circonfé- 
rence |%|=q, à l’équation 


| . AT, - gb. 
ST (5) 4 — SE 
(92) € He Sn ini = 0. 


Appelons G,(s) et F,(s) les fonctions de s qui, par (91), corres- 
pondent aux fonctions G(X) et F(X). Si l’on connaissait les deux 
fonctions F, et G,, auxquelles doivent se réduire respectivement la 
partie réelle de Q,(%) pour |%|=1, et sa partie imaginaire 
pour |*|— g, on pourrait immédiatement écrire la fonction Q, (x) en 
appliquant un résultat que j'ai démontré dans un autre Mémoire (cf. 
Acta mathematica : Sur la résolution de certaines équations inté- 
grales, etc.). En définissant, à un facteur près, les périodes 2, (réelle) 
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et 2w, (imaginaire pure) par la relation - 
TOs 


(93) + =e 


et utilisant les fonctions elliptiques construites avec ces périodes, 


ona : 
| . 27 : Os 
01.0) 


et la valeur que prend la partie réelle de cette fonction, pour = ge”, 
est 


(99) F,(s) = 2 f F,(2)d loge | (5 — €) + | 


(94 


1, © 


2T “ 9 FA 
aaa Gu (6) d logy (Flog — Ste— = 


27 
eae G,(e) dlogEso—* (s —€). 


La seconde intégrale est égale à sa valeur principale. 
De ceci résulte que la condition (92) impose, entre F, et G,, la 
relation 


. 27 
(96) ah P(e) dloglss| (se — +) + 22] 


2 


27 : 
I Ba hd Weer, eer re Pe De à + , 
= of G, (¢) d log Eso - (s—e) — arcsin | Fe G OF 


Or on a vu, plus haut, qu'on savait trouver, dans des cas très géné- 


raux, la fonction F(X) qui n’est autre que 


(97). FOS (A5*) She. 
On sait donc en même temps résoudre l'équation (96) par rapport à 
l’inconnue F,(s). | 

Cette équation (96) est d’ailleurs une équation de Fredholm, de 
première espèce, à noyau symétrique. Ce fait résulte de la formule 
(ef. Tannery et Moik, Fonctions elliptiques, form. LX, 4) | 


Er] (8 — +) =e “s —_ _ Vesey es 
E 


2 @) oer 
1 3 
| (s — € —*) 
T 2 
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d’où l’on conclut immédiatement 


t 
T 


et par suite 
Le 

= globin | (se) + À cie Be de SOIT RO ann ot qe 

|? | 


et enfin (cf. Tannery et Morxk, Loc. cit., form. LXI, 1) 


nod 
nr de 


log Es, E (s—e)+ =| 


Cette quantité est, bien entendu, manifestement réelle. Sous cette 
dernière forme, si l’on observe que les fonctions £,, sont impaires, on 
constate aisément que l’échange de s et de « laisse le noyau inva- 


riable. 
Le noyau est d’ailleurs fermé. Il n’existe pas de fonction A, autre 


que zéro, telle que 
à} h(2)dlogéss | (se) + | = 


Car autrement, si l’ on considérait la fonction de %, analytique dans la 
couronne, 

i 6) # 6). 

if" à h(e)d log éso (Ftlose = = e), 


il résulte facilement des considérations antérieures que cette fonction 
aurait sa partie imaginaire nulle pour % = ge“, et aussi sa partie 
réelle; elle serait donc identiquement nulle. L’équation de Fredholm 
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précédente n’a donc qu'une solution au plus. Le noyau est d’ailleurs 
régulier, en ce sens qu’on peut appliquer à l'équation en question les 
méthodes classiques de M. E. Picard. (C. 2. Acad. Sc., 14 juin et 
28 juin 1909; Rendiconti del Circolo di Palermo, 1910, t. XXIX). Mais 
il est clair que la solution explicite, qu’on peut dans certains cas 
obtenir indirectement par ce qui précède, sera beaucoup plus facile- 
ment maniable que celle déduite de la méthode à laquelle on vient de 
faire allusion. 


Rappelons les calculs qui conduisent à la solution de (96). On 


posera 


(98) G(X) = 6, (25>) = is) 


On considérera l'expression #(X) définie par l'équation (41), et si 
la fonction #(Z) est analytique dans la bande du plan Z de largeur 27, 
d’axe OX, on aura 


(99) F(X) =F,(s) = <[$(X + in) + 9(X —in)]. 


Pe ee 


SUR LE 


MOUVEMENT A TROIS DIMENSIONS 


DES 


MILIEUX VISQUEUX INDEFINIS; 


Pan M, Lours ROY. 


Introduction. - 


On sait (*) que les équations du mouvement infiniment petit d’un 
milieu homogène isotrope affecté de viscosité, qui n’est soumis à 
aucune force extérieure et dont la température est uniforme, sont tles 
suivantes : 


OME OE 
ae ça + LS So pat + oe a 

070 à An On 
(1) nee =O; 


VAN NA 


E, n, C désignant les composantes du déplacement à l'instant z et au 
point de coordonnées x, y, =, p la densité dans l'état primitif, À et p 
les deux coefficients d’élasticité de Lamé, À et M les deux coefficients 


de viscosité du milieu, @ la densité cubique et A le symbole opéra- 


0? où 0? 
toire Ox? ates oy? ie ae 


Ces équations sont du type auquel re le théorème de 


(1) P. Dumem, Recherches sur L'Élasticité (Ann. Ec. Norm. sup., 3° série, t. XXI, XXIT, 
XXIII, deuxième Partie, Chap. I, § IV). ; 
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Clebsch généralisé (') : leur intégrale générale est de la forme 


aed 0Q OR 
Re 0 
od oR OP 

"= Oy Oz 0 
a dP  90Q 

ae dy Oz 


® étant une intégrale de l’équation aux dilatations 


0 
(2) (A+ aM) 228 + (+ 2p) 48 — p55 =o 


et P, Q, R trois intégrales de l’équation aux rotations 


0 Aw rw _ 
(3) M —— TE +pAo—pTr =o, 


liées entre elles D pat la relation 


a a 
Ox dy + e 
Les équations (2) et (3) résultent d’ailleurs d’une combinaison 
bien connue des équations (1). 
Rappelons enfin que les conditions de stabilité du milieu dans l’état 
primitif sont exprimées par les inégalités 


3A+2p>0, p>o, d'où A+2p>0, 
tandis que les conditions de signe imposées à la fonction dissipative 
exigent qu’on ait 

3A+2M>o0. M>o, d’où Lise 
Ainsi les équations (2) et (3) rentrent dans le type général 


sa do 


+ athe — 7 =o, 


(4) | FR à 


où A et a? désignent deux constantes positives. Toutefois, dans le cas 


ee PR A ene a A. 


(1) P. Dune, Sur la généralisation d'un théorème de Clebsch (Journ. de Math. pures 
et appl., 5° série, t. VI, 1900, p. 213). 
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d'un milieu fluide, on sait qu’on a p =o; l’équation (3) est donc 
encore du type (4), mais où l'on y fait a=o. 


Si l’on multiplie les deux membres de l'équation (4) par Ÿ dos et 


qu'on intègre à l’intérieur du volume & d’une sphère de rayon R 
décrite de l’origine comme centre, des intégrations par parties per- 
mettent de transformer l'égalité ainsi obtenue en la suivante : 


af War) +#[(SE) + GP) + (32) ] | 


(0%. d dp | 


ao 2 do 2 0? 9 2 re 
NA IE 
la deuxième intégrale étant étendue à la surface S de la sphère consi- 
dérée. Si l’on fait croître R indéfiniment et si la fonction 9 tend alors 
vers zéro de manière que l’intégrale de surface tende elle-même vers 


zéro, 1l viendra à la limite, puisque la troisième intégrale est positive 
ou nulle, 


a) i(ae) +2 [(Ge) + (35) + (GE) Parce 
l'intégration s'étendant maintenant à l’espace entier. Cette inégalité 
montre que l'intégrale tend constamment vers zéro à partir de l’instant 
initial ; elle permet de reconnaître que l’équation (4) jointe aux condi- 
tions initiales détermine entièrement la solution du problème, si l’on 
astreint celle-ci à s’annuler à l'infini de manière que l'intégrale de sur- 
face, qu’on vient de considérer, tende vers zéro. 

Dans un Mémoire antérieur ('), nous avons formé et étudié l’inté- 
grale de l’équation (4) dans le cas d’un milieu indéfini et d’une seule 
coordonnée æ. Afin de faciliter certaines intégrations, nous avons été 
conduit à substituer, aux fonctions d’état initial arbitrairement 
données, des fonctions aussi voisines qu'on voulait des précédentes, 
mais analytiques. En conservant le même degré de généralité pour ces 
D 

(1) L. Ror, Sur le mouvement des milieux visqueux et les quasi-ondes (Recueil des 


Savants étrangers de l'Académie des Sciences, t. XXXV, n° 2). 
Ann, Ee. Norm., (3), XXXII, — SEPTEMBRE 1915. 28 
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- fonctions d’état initial, nous avons reconnu qu’une remarque récente 
de M. Duhem (‘) permet d'étendre, au cas général du mouvement à 


trois dimensions, les résultats que nous avons précédemment obtenus 


dans le cas d’une seule dimension; c’est cette extension que nous nous 
proposons d'exposer. Enfin, comme les formules que nous obtiendrons 
supposent que a n’est pas nul, nous terminerons par l'étude directe 
du cas particulier où a —0o; ceci correspond, comme nous l'avons vu, 
à l'équation aux rotations dans le mouvement des fluides (*). 


I. — Expression de l'intégrale. — 


Lorsque la fonction 9 ne dépend que d’une seule coordonnée x, 
nous avons intégré l'équation (4) en lui adjoignant des conditions 
initiales de la forme : 


Pour’. — 0, 
an ee Yet dass loutttet Bade 
= a pod x+aVe e = | fee ’ 
| 2 == _ (w—82 
à = iCal | VO ae, 


LE) et g(a) désignant deux fonctions arbitraires et e un paramètre 


positif pouvant toujours être choisi assez petit pour que les fonctions 


d'état initial diffèrent d’aussi peu qu'on veut des fonctions arbi- 
traires f(a) et g(x). Dans le cas actuel de trois coordonnées 2, y, z, 
nous prendrons des conditions initiales de même forme, de sorte que 
les équations du problème seront 


(4) de apy, AC 


— 0; 


2 
ot “Ot 


SS 


(*) P. Dunem, Remarque élémentaire sur le problème des ondes sphériques (Comptes 


rendus Acad. des Sc., t. 456, 9 juin 1913, P. 1727). 


(?) Le présent Mémoire a été résumé en deux Notes insérées aux Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences : 


Sur le mouvement à trois dimensions des milieux visqueux indéfinis, t. 158, 27 avril 
1914, p. 1158; 


Sur les quasi-ondes à trois dimensions, t. 158, 4 mai 1914, p. 1263. 


MOUVEMENT A TROIS DIMENSIONS DES MILIEUX VISQUEUX INDEFINIS. 219 


pour ¢=o0, 


sf 1 erent an dé 
= = cay lS x tet dé dn dt, 


=V(z—E + (y—n)?+ (2—6)? 


et f(x, y,2), g(x, y, 3) désignant deux fonctions arbitrairement don- 
nées. On reconnait dans les expressions (5) les formules du refroidis- 
sement d’un milieu athermane indéfini, où € désignerait le temps 
et f(x, y, 5) ou g(a, y, z) la température initiale. Donc, en donnant 
au paramètre positif e une valeur suffisamment petite, on peut toujours 


(S) 


0 


avec 


faire en sorte que, pour ¢=o, ® et 2 diffèrent respectivement et 


aussi peu qu'on veut nes tae aia le ea )net 


g(æ y» 3). 
Si nous posons 


dq ie, N) €) dé dn dé, dq = g(t N) €) dé dn dé, 


nous sommes d’abord ramenés à chercher une fonction 9, satisfaisant 
aux équations 


pour {= 0, 
| oie LP = me 
DUR Ss) (ney 


Cette fonction obtenue, la fonction 9 s'en déduira en intégrant la fonc- 
tion infiniment petite 9, dans tout l’espace et nous nob tiandrang ainsi 
l'intégrale du problème. 

Or, les conditions initiales ne dépendant plus que de r, la fonction 9, 
sera elle-même une certaine fonction de r et de ¢, soit 9,(r, ¢); en 
tenant compte de ce que 
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l'équation indéfinie devient 


Or os lo) 
oF gba e Ore? OPEN 


de sorte qu’en posant ) = r9,, on est ramené à intégrer les équations 


APT LATVIA QE 


As ts ga 


pour £— 0, | 
Ae ee A ae 


oe es ee 


qui ne dépendent plus que d’une seule variable géométrique 7 et aux- 
quelles nous pouvons, par suite, appliquer immédiatement les résul- 
tats obtenus dans notre précédent Mémoire. 

Nous avons ainsi, en posant encore 


A t 
A= 3? rie de 
OR [ [SEE + char a=) 
,Shar Va—1 ra 
+ d PRE [Fine da, 


avec 


© € 
F(a) =i) te cosa — Sd. 


Cette HR est facile à calculer : une intégration par parties donne 
tout d’abord | 


F(a) = > er ad © sina a nr 
Ë 


Si maintenant on développe la quantité sin a — et qu’on tienne 
compte de ce 


€ a 
saad + sis Aig) fie F cos À à =Vÿre on™ 


il vient immédiatement 


mae . ar pu 
F(a) = Fay Vite sin e baths 
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Posons enfin 
= =F — 7 ap 
et l’égalité (6) s’écrira 


2 ae | 
(7) mer, 0 = SE f et a( a RENE t+ char Vat ) sin 25 


a? —I 


pq: Shara? —1 . ar 
+ay foe % — = sin = da. 


Va?—1 


Ces deux derniéres intégrales se rattachent d’une manière très 
simple aux intégrales 


sy, 1) = if oo SS char VAT ) cosay da 


Gly, T)= =f" po En Saas “cosa y da, 


aa? —T Var 


(8) 


que nous avons considérées dans notre précédent Mémoire ('); on 
voit en effet PEN a 


VE ex op Rat — 1 PE + chere) sina y da, 
= EX Va?—1 


“| A =f ee a NE sina y da, 
de sorte que l’égalité eee s’écrit 
| 1 Oo DE: rt ; 
d(r, t) =— Rats pr E (Z x) see G ( 7) dq | 3 


L’intégrale du probleme est donc en définitive 


Go) 9(2% 955, 8) =— she a G +) m0) 


Se +6(4 7 Jet a, 


r 


cite 


(1) Savants étrangers, t. XXXV, n° By Ds 20e 
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Son développement en série se déduit de ceux obtenus pourles fonc- 
tions $ et G, soit 


r ake iat) at Ol, +) 
#(4> 5) = >) an! = an+i or? adj’ 
r VES af (at}?" 
( ) = | “Sod ss 


en désignant par I, la fonction 


o3n Text 
RO 8) = Som gree \ 7g 


On obtient ainsi le développement cherché 


(11) o(x, y, %, ¢) 


As cig (at}?" 
me an! 
. at wall. 1-01: 
x fff Le 2n +1 ors + EMG n, €) 
t I ol, dE dn dt 
REE RE mb à SEE nt) | SES. 


II. — Expression asymptotique de l’intégrale lorsque la viscosité 
est trés faible. 


Pour obtenir l’expression asymptotique de l'intégrale (10) lorsque 
la viscosité est très faible, nous devons rechercher l'expression asymp- 
totique des fonctions 


(a oF  0G 


free; 


j t x 7 | 
lorsque la variable 7 = jaune valeur trés grande, la deuxième y con- 


servant une valeur quelconque. Nous avons trouvé dans ces condi- 
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tions (‘) 
; I Ki ; 

F(y, Tt). +f ee (x sin at + cosat) cosa y da, 
0 


(13) E À 
G(x, Tt) ~ f enter SEZ cos a y da, 
0 


les signes ~ indiquant des égalités asymptotiques où les termes 
négligés sont, quelle que soit # au plus de l’ordre de rit pour la pre- 


mière et au plus de l’ordre de — pour la deuxième. 


ae 


Nous allons montrer que l’on conserve un degré d’approximation suf- 
fisant, en dérivant par rapport a y les deux membres des égalités (13), 
bien que celles-ci ne soient qu’approchées, c’est-a-dire qu’on a aussi 

aes dE : : | 
= x mo a eV «(a sinat+cosat)sinay da, 
0 
(14) 


ei if; e~* sinat sina y da. 
dy À 


Démontrons, par exemple, la seconde de ces égalités; nous allons 
suivre une marche identique à celle qui nous a conduits antérieurement 
à la deuxième égalité (13). 

Récrivons la deuxième égalité (9) 


= Sal pba aioe 


2— 7 


‘sina ÿ da 


et soit n un nombre positif plus petit que l'unité : nous pouvons 
décomposer l'intégrale Se en trois autres et écrire 


RTE 


Quand a est compris entre n et 1, écrivons la fonction sous le 
signe 
sinat W1— a? 


Vi— oe 


e— 8% sina y; 


(1) L. Roy, Loc. cit., p. 38 et 54, et aussi Comptes rendus Ac. des Sc., t, 156, 28 avril 1913, 
_p. 1309. 
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on a manifestement 
| ee sinat /1 — a? sin a y| <etr, 


: 1 
Î < et" a ae ee é — arc sinn), 
ñ n Vi— oc : 
quantité qui tend vers zéro quand + augmente indéfiniment. Quand 


a est supérieur à 1, ona 


€ 
: ee 
| e-9@* sh ar Va?—1 sina y| <—e Ba Ae 
me fed 
e 2 


FRE a? 
o L 2 e ba? 
———- da, 
1 2 “4 œ— 1 
quantité qui tend également vers zéro pour 7 infini, puisque € a une 


valeur positive. Nous sommes donc ramenés, en définitive, à recher- 
cher la limite de l'intégrale 


(15) fro here 


Or, nous avons antérieurement reconnu qu’on a (') 


donc 


donc 


< 


sina y da. 


sin at V/1— a? : 
—— — > sin at + ear, 
1— a? 
avec 
[el <æw(a), 
@(a) étant une série entière en «? à termes tous positifs; l’inté- 
grale (15) a donc pour expression 


ñ ui 
of ea sin ar sin a y da +f e—** car sina y da. 
0 0 


Nous allons montrer que la dernière intégrale est au plus de l’ordre 
de ae nous avons déja 


n 
ae e~% car sin a y da 
0 


r f* | 
= 5 e—% ms (x) Oa? da, 
a 


de sorte que tout revient à établir que la dernière intégrale est de 


. (1) Savants étrangers, t. XXXV, n° 2, P. ho. 
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l'ordre de FL Or cela résulte immédiatement de la double inégalité 


Paul 


a . 
J e— 9 (a) Oar da < a(n) f e- 9%? 00 da < 2e 1 eu u du, 
0 0 2210 


puisque la dernière intégrale a une valeur finie. 


Enfin, comme on a 
co « —63 
I 
sb ere A xf ee? y da = 3 > 
| 7 Wd, 267 


il résulte de ce qui précède qu’on a bien la deuxième égalité (14), les 


Le] 
afi et sinat sin ay da 
n 


termes négligés étant au plus de l’ordre de = 
La première égalité (14) s’établirait en procédant d’une manière 
analogue et ioe reconnaitrait que les termes négligés sont au plus de 
Les ue asymptotiques (14) peuvent donc se calculer soit 
en effectuant les intégrations des seconds membres, soit plus simple- 


ment en dérivant par rapport à y les expressions asymptotiques que 
nous avons précédemment obtenues pour les fonctions ¥ et G. On 


obtient ainsi - 
— (=e 
oF I 7 \ ora hes 3 7: ti 7 48 
Swe Uae ae) 
(t+ y)? 
Ed =? onion ATEN teat A te. 
LÉ er otk 


; i CAE = Gay 
~ 8 wviv/Ele #0 —e 40 fe 


Remplacons maintenant dans ces formules y par = — tenons compte 


l’ordre de = 


ge ce que => d = + et nous aurons, en revenant à la constante À, 


(— at}? 


246, )" ANT p—at+ t[t_ Gea) fe ean: 
dr \ah V(e +2Ât) aha, -e-biaket 


>1 


(r+ at)? 


er Vn | = A ats eet) e e+2A, 
COM i ERG. Eth "4772 e+2At 
F =, (r— at)? (r+at)? 
or cee NE: eee Ac|, 
\ dr \aà À a Ve + 2At 
Ann. Ke. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1915. : 29 
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la première de ces égalités est approchée aux termes près de l’ordre de 


iter ae 8 At 
VER V(e+o2At) 
la seconde, aux termes près de l’ordre de 
4 A?t 


LE os 
ai a(e+2At)? 

Cela posé, imaginons tout d’abord qu’on attribue au coefficient de 

viscosité A une valeur fixe et qu’on fasse croître ¢ indéfiniment; 

< croitra aussi indéfiniment et nous voyons alors, d’après les for- 


5 aG 


mules (16), que les fonctions CE >>, tendent vers zéro. On a donc 
aussi, d’après l’égalité (10), 


lim 9(2, y, 2, #) =0. 
t=oa 


Supposons ensuite que, ¢ ayant une valeur positive quelconque, on 
fasse tendre A vers zéro; x croitra encore indéfiniment et, pour A très 
petit, nous aurons les égalités (16). On en déduit, d’aprés la for- 
mule (10), l'expression asymptotique correspondante de l’intégrale, 
que nous représenterons par o(æ, y, 3, ¢, A), 


(17) 9(2, y, 3, t, A) 


. A 2 (re — at)3 

~ eas Sym) (rein TE 
2[Vr(e +240] oe al2 e+2At 

(r+ at) 


+freu-if tele ck) ESP TT 


a | 2 e +—2At 


(r—at)? —at)? (r+at) 


” Gaym(es aA) TG [ffl TEE TE a ALI PE 2 


égalité asymptotique où les termes négligés sont au plus de l’ordre 
de A?. 

Cette formule va nous permettre d’ établir la continuité de l'intégrale 
par rapport à À pour À = o. 


: En effet, quand A est nul, l'équation (4) se réduit à l'équation 
u son 


do 
a? Ag Sd Pr 2: ON 
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Cherchons l’expression de son intégrale, qui correspond aux mêmes 
conditions initiales (5) et que nous représenterons par ox, y, 2,270): 
en suivant une marche identique à la précédente, nous sommes 
ramenés a intégrer l’équation 


2 04 Py _ 
Or? ot? É 
avec, pour { — 0 : 
pics ! re 
b= dq re =, oy dq E 


(Ve )* 


Nous obtenons ainsi, d’aprés une formule bien connue, 


¢ 


Y= es ler aie e +(r+at)e : 


(7 — al)? =e | 


1 Hart 3 
eed f ee 


aa(Vne) Jat 


d’ou, en effectuant la derniére quadrature et en revenant à la fonc- 
tion 9, 


(18) 9(2, y, 2, t, 0) 


= DNS lee a ee | OR (@) dé dn dt 


I # nova = (rat) g(é nN, £) 
RSR, ia aal 2 € One? dé dn dt. 
cam Jf Le 4 r DE 


Dès lors, la comparaison des égalités (17) et (18) nous montre 
immédiatement qu’on a 


lim p(æ, F2 0, AP (x, y, 3, t, 0) 
A=0 : 


ce qui établit la continuité annoncée. 
L'intégrale (18) de l’équation du son aurait également pu s’obtenir, 
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mais d’une manière moins simple, par le procédé de Poisson (‘). 

Il résulte de cette continuité que le phénomène diffère tres peu, 
lorsque la viscosité est très petite, de ce qu'il serait si la viscosité était . 
nulle, tant, du moins, que la variable ¢ conserve une valeur modérée; 
il y a donc quasi-propagation et l'égalité (17) représente, par exemple, 
une quast-onde de dilatation. 

Nous allons chercher à nous rendre compte de la forme de son profil 
dans deux cas particuliers très simples. 


(1) En effet, nous avons 9 = SS fw 1 étant l'intégrale des équations 


d? 
a? Av: + <i! = 0; 
pour ¢ — 0, 
: 2 r p2 
dq_o-= do i Ratg ee 


= e ? St re eel 
(re) ot (ne)? 


La formule connue de Poisson nous donne alors comme expression de 9; 


: ao 
: dq d ah eal dq' ef DA 
a Tao = —+A— — - €do+—4+— - Je © do, 
(a) Tags (Jaa) dit Es Fae 


~ 
m9 


avec $ . 
m= Va — EP + Oi n+ (1 CP 


et s désignant la sphère de rayon.at décrite du point M (2, 7, z) comme centre; 24, 71, 21 
désignant les variables d'intégration. 
ri 
Pour calculer l'intégrale fe * do, on peut prendre comme élément d’aire la zone 
o 


ds = 275 art?sinVdV 


ayant pour axe la droite MyM et V désignant l'angle M >MM; (voir la figure). Comme 


on a d’autre part 


ri = r+ att?—orat cos V, 
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III. — Cas particulier. — 
I. Supposons qu'on ait f(x, y, s) =o et que la fonction g(a, y, =) 


soit nulle en dehors d’une région infiniment petite comprenant l’ori- 
gine des coordonnées. Si nous posons 


A =fff g(E, n, 6) dé dn dé, 


la formule (17) se réduira à 
Wea MUENUL 


A , e =+2At__ L e+2At 


kaVYr(e+2A6) La 


o(r, t, A) 


? 


r désignant maintenant la distance du point (a, y, 3) à l’origine. 

Au bout d’un certain temps et à une distance 7 suffisamment grande 
de l’origine, la deuxième exponentielle deviendra négligeable devant 
la première et il viendra très sensiblement 


o(r, TRUE ea e et2At, 
— harVn*(e+ 2A) 


(7 — at)? 


il viendra 
r2 


1 r2+ a? 12 T 2ratcosV 
fe Pisa erate = al Ram dar 
o 0 


Cette dernière intégrale se calcule immédiatement et l’on obtient 


(7 — at) , (+ al)? 
ae ee ee 
T —_—— — 
5 fe & dso = tae ——______—_——_ 
t is 
oy 
d’où 
: = (r—at)? de (+ at}? 
d 1 ais r—at)e e eseiraaryes) = * 
oe ee e € do = ee ee ee ee 
dt t ie 
oO 
L'égalité (x) devient donc 
(7 — at)? = (+ at)? = (r— at)? Ee. (r+at)? 
dq (r—at)e & +(r+at)e : adgyete 5 —e e 
QUE 3 rT ce FE 5 
î 2 (rs) as hay Tre 


el, par une dernière intégration à tout l’espace, on retrouve la formule (18). 
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Si l’on suppose le paramètre € assez petit pour que la quan- 


tité ne soit inférieure à l'unité, la formule précédente montre 
que le maximum de la fonction 9 a lieu à une distance de l’origine 


égale à 
e+oAt (e+2At) _ 


— —§_ —  —— 


donc la viscosité a pour effet, non seulement d’éteindre graduellement 
la quasi-onde et de l’étaler suivant les rayons vecteurs, mais aussi 
d'augmenter légèrement le décalage de son sommet vers l’intérieur de 
la sphère de rayon r — at décrite de l’origine comme centre. 


II. Supposons qu'on ait g(a, y,z) =o et que la fonction f(x, y, 3) 
soit nulle en dehors d’une région infiniment petite comprenant l’ori- 
gine des coordonnées. Si l’on pose 


B =f ff re n, €) dE dn dt 


et qu’on se borne encore à ne considérer que ce qui se passe au bout 
d’un certain temps et à une distance suffisante de l’origine, on aura 
de même très sensiblement, d’après la formule (17), 


(r— at} 


ARE cad Re 
g(r, tA) À Sd Te le e+2At 
ar|[Vn(e + 2At)|° al2 eée+2At 


Tout d’abord, si la viscosité est nulle, cette formule montre que le 
profil de la quasi-onde est représenté par deux intumescences de 
signes contraires qui se raccordent sur la sphère r = at, où la fonc- 
tion  s’annule. Si maintenant la viscosité n’est pas nulle, on voit 
qu'un des effets de celle-ci est encore de déterminer un décalage en 
arrière des sommets de chaque intumescence ainsi que du point pour 


lequel © = o. 
IV. — Équation aux rotations dans le cas des fluides. 


Nous avons vu que l'équation aux rotations dans le mouvement des 
fluides correspondait au cas où a = 0; l'équation (4) se réduit alors à 
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la suivante 
(19) A—— — —+=0, 

à laquelle nous adjoignons les conditions initiales : 


SPour 10, 


0 
p=fain sh gta y,s) 


fet g désignant deux fonctions arbitraires. équation (19) se ramène 
à l'équation de la chaleur en 1 posant 


_ 99, 
; (20) y= Ot? 
il vient, en effet, 
Op À 
| grav 
POUL? 3.0, 
se oa, Y; ZE 


Nous retombons ainsi sur les équations du refroidissement d’un 
milieu athermane, qui admettent l'intégrale bien connue 


‘= cea J g(Ë n,t)e Atdé dndt. 


La formule (20) nous donne ensuite, en tenant compte de la pre- 
mière des conditions initiales données, 


ho TP nn. 
(2,7 2 02 Mays) +f anal Jf Eley nso) 2 At dE dn dé 


et finalement, en faisant le changement de variable —— = 


DE = 


(21) o(x, y,3,t) 


(rs) + NS CELPPETSS e~-% da. 


Pie 


Supposons, en particulier, que la fonction g(, y, 3) soit nulle en 
dehors d’une région infiniment petite comprenant l’origine des coor- 
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données; en posant encore 


A = [JT ae n, €) dé dn dé, 


la formule (21) deviendra 


A L 2 

L,Y, 351) = f(x, y, 3) + —— a= da. 
Soft f 
oVAe 


r désignant maintenant la distance du point (a, y, 3) à l'origine. 
Si, de plus, la viscosité est très petite, la limite inférieure de la 
dernière intégrale sera très grande et, d’après l'égalité asymptotique 


bien connue : 
fe e% da 
x 2a 


valable pour « trés grand, on aura 


t-— 


Kee: fa: 
Gy J ty Os te Hs) teh ane 


SUR QUELQUES POINTS 


DE 


L'HISTOIRE DES REPRESENTATIONS CONFORMES: 


Par M. Emme PICARD. 


Divers travaux d’un grand intérêt ont été publiés récemment sur la 
représentation conforme, en particulier par MM. Keebe, Caratheodory 
et Lindelôff; il s’agit dans ces recherches de la correspondance entre 
les points des contours des aires. C’est une question que j’ai étudiée, 
il y a longtemps, quand l’aire dont on veut faire la représentation 
conforme sur un cercle est formée d’arcs de lignes analytiques. Je l’ai 
exposé dans mon cours dès 1888, et l’ai publiée dans la première 
édition de mon Traité d’ Analyse en 1893; elle a été reproduite sans 
modification dans la seconde édition (t. II, p. 304). Je demande la 
permission, pour fixer ce point d’histoire, de reproduire les quelques 
paragraphes que je consacrais à ce problème. 


1. On sait que le probleme de la représentation conforme d’une 
‘aire A du plan de la variable = sur un cercle de rayon un ayant l’origine 
pour centre dans le plan de la variable Z, le point 3 =z, à l'intérieur 
de A correspondant au centre du cercle, est résolu par la formule 


| L=f(3) 
ou 
| f(a) = eU+iV, 
On a posé 
P U = P + logr 


(z— 5) = re'?), 


V=Q+o 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1919. - 30 
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P(«, y) étant la fonction harmonique, continue dans A et prenant sur 
le contour C de A la valeur — logr, et Q étant la fonction conjuguée 
de P, définie à une constante près. 


2. Le problème de la représentation conforme de l'aire A sur un 
cercle est ainsi résolu, c’est-à-dire qu’à chaque point de l'intérieur 
d'une quelconque des deux aires correspond un point et un seul de 
l’intérieur de l’autre. Relativement aux points du contour C et de la 
circonférence du cercle, une difficulté se présente dont Riemann ne 
paraît pas s’être préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fonctions P 
et Q qui ont joué le rôle essentiel. La fonction P(a, y) est définie à 
l’intérieur de l’aire A et sur le contour C lui-méme, mais il n’en est pas de 
même de la fonction associée Q. Celle-ci est en effet définie par 
l'intégrale 


* : nee : oP 
et nous ne savons rien, du moins en général, sur les valeurs de PE 


oP : . re 
et — sur le contour C. En s’en tenant aux raisonnements précédents, 


on ne peut donc rien affirmer sur la correspondance des points des 
contours limitant les deux aires. 

Dans un cas particulier, d’ailleurs très étendu, la difficulté se lève 
immédiatement. Supposons d’abord que le contour C soit formé tout 
entier d'un seul arc régulier de ligne analytique (une ellipse, par 
exemple). Comme la succession des valeurs donnée par 


— logr, 


que prend P(x, y) sur C, est une fonction analytique de a et y, 
elle est aussi une fonction analytique du paramètre avec lequel 
on exprime analytiquement les coordonnées d’un point de C. 
Nous pouvons donc faire usage d’une remarque connue; la fonc- 


tion P(æ, y) peut s'étendre un peu au delà de C : les dérivées — et = 


sont, par suite, déterminées pour tous les points de C, et il en est 
alors de méme de Q(a, y). La difficulté est levée; nous sommes 
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assurés de la correspondance unique entre les points du contour C et 
de la circonférence (*). 

Si l’on a un contour formé de plusieurs arcs réguliers de ligne ana- 
lytique, la question est moins simple. La fonction P(x, y) pourra 
bien s’étendre au delà de tous les points du contour, mais à l’exclusion 
des sommets (?). Nous allons montrer encore que les différents points 
de C correspondent à des points différents de la circonférence. Il 
suffira de considérer un contour C présentant une pointe unique A. 
Envisageons les courbes 


U(2z,y)=a 


et leurs trajectoires orthogonales partant de deux points « et 6 de C 
situés de part et d’autre de A. Pour une valeur de a négative et trés 
pete nous aurons une courbe voisine de A, qui rencontrera en 
a’ et 5’ les deux trajectoires orthogonales. 

Considérons alors, au lieu du contour C, celui qu’on obtient en 
remplaçant l’arc «AB par les arcs ax’, «’B’, B’B. Les fonctions P et Q 


2 A 
 \p 


et, par suite, U et V sont parfaitement définies en tous les points de 
ce contour, ainsi que leurs dérivées du premier ordre: Dans le plan Z 
va correspondre à ce contour une portion déterminée de la circon- 
férence de rayon un et un arc intérieur. Or, en se servant toujours de 
la relation 


(1) Ce résultat a été donné pat M. Schwarz. 

(2) On ne doit pas oublier qu’un point du contour, où se rencontrent deux lignes ana- 
lytiques différentes tangentes entre elles, est, dans nos raisonnements, à considérer comme 
un sommet. 
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dU : Tae 
et en remarquant que, sur «C$8’«’a, — est toujours négatif ou nul 


(cette dérivée est nulle sur les portions a’, BB’ des trajectoires ortho- 
gonales), on voit que les points Z de la circonférence de rayon un, 
correspondant aux différents points de l’arc «CB de C, sont eux-mêmes 
différents : ils forment un arc I’. Faisons tendre maintenant « et 8 
vers A; l'arc I’ ira toujours en grandissant à mesure que « et B se 
rapprocheront respectivement de A. Nous allons montrer que la 
limite de  formera la circonférence tout entière, c’est-à-dire qu'il ne 
peut pas arriver que la limite de I soit un arc dont les extrémités a et 6 
ne coincident pas. En effet, dans ce cas, un certain arc ab de la circon- 
férence de rayon un correspondrait au point A; en d’autres termes, 
z considérée comme fonction de Z serait une fonction holomorphe a 
l'intérieur du cercle de rayon wn, et, quand Z tend vers un point quel- 
conque de l'arc ab, = tendrait toujours vers la même constante. Or 
ceci est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous 
reportant aux théorèmes généraux sur les fonctions analytiques. Si 
l’on pose, en effet, 


s==0(X,Y)+i¢(X,Y)  (Z=X+iY) 


les deux fonctions harmoniques 9 et Ÿ, prenant des valeurs constantes 
en tous les points de ab, pourront se prolonger analytiquement au 
delà de ab; la fonction z de Z pourra donc se prolonger analytiquement 
au delà de l’arc ab; mais comme elle est, par hypothèse, constante en 
tous les points de ab, elle devra être constante dans toute la région où 
elle est définie, ce qui est absurde. On voit donc qu’au point A de C 
correspond un seul point de la circonférence de rayon un. Il y à donc 
bien correspondance unique-entre les points des deux contours. 

M. Painlevé s’est occupé le premier, dans l’étude de la représentation 
conforme pour les points du contour, du cas où celui-ci n’est pas 
formé de lignes analytiques, et il a résolu la question dans des cas 
étendus, comme on peut le voir dans sa remarquable Note des Comptes 
rendus, t. CXII, 1891. 


SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS 


DE 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES 


ET SUR LES 


FONCTIONS DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES 


RESTANT INVARIABLES PAR CES TRANSFORMATIONS; 


on M. GEORGES GIRAUD. 


INTRODUCTION. 


Parmi les théories intéressantes qui ont eu leur origine dans la 
théorie des fonctions elliptiques se trouve la théorie des fonctions 
fuchsiennes : le premier exemple de ces fonctions fut en effet la 
fonction modulaire, sur laquelle les mémorables travaux d’Hermite 
attirèrent l'attention. En de splendides Mémoires ('), Poincaré établit 
dans toute sa généralité la théorie de la formation des groupes fuch- 
siens et celle des fonctions invariables par les substitutions de ces 
groupes : il put exprimer par ces fonctions les coordonnées des points 
d’une courbe algébrique quelconque et résoudre le problème de l’inté- 
gration des équations différentielles linéaires algébriques à points 
singuliers réguliers. Depuis cette époque, plusieurs classes de fonc- 
tions jouissant de propriétés plus ou moins analogues ont été 
rencontrées. Poincaré lui-même (?) a étudié les fonctions invariables 


(1) H. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 1); Mémoire 
sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica, t.1); Villustre géomètre a donné d’autres 
Mémoires sur ces fonctions dans les Acta mathematica, t. IV et V, et dans le Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. IT, 1887. 

(2) H. Porncaré, Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta mathematica, t, Ill). 
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par des groupes de substitutions linéaires d’une variable qui ne laissent 
plus invariable un cercle fixe, comme le faisaient les groupes fuch- 
siens. M. Picard (') a étudié, sous le nom de groupes hyperfuchsiens, 
des groupes de substitutions linéaires portant sur deux variables, et 
n’altérant pas une certaine forme quadratique à indéterminées conju- 
guées. Les groupes hyperabéliens, considérés aussi par M. Picard (*), 
sont des groupes de substitutions portant sur deux variables, de la 
forme . 


ou de la forme 
( ay + b wt 
= e—— Y= -— > 
c'x +d 


et qui transforment en lui-même le domaine formé de l’intérieur d’un 
cercle du plan de la variable x et de l’intérieur d’un cercle du plan de 
la variable y; ces groupes hyperabéliens sont donc formés de substi- 
tutions birationnelles quadratiques. Il existe d’ailleurs aussi des fonc- 
tions hyperfuchsiennes et des fonctions hyperabéliennes, qui jouissent 
de certaines propriétés analogues à celles des fonctions fuchsiennes. 

Des catégories particulières de groupes hyperabéliens se rencontrent 
dans la théorie de la transformation des fonctions abéliennes de genre 
deux dont les périodes normales satisfont à la relation 


h— gg =D, 


D étant un entier positif (*). Il était naturel de se demander si le pro- 
blème de la transformation des fonctions abéliennes non singulières 
ne viendrait pas offrir d’autres groupes jouissant de propriétés ana- 
logues. D'ailleurs, on connaît déjà des fonctions invariantes par un 
groupe de cette sorte : ce sont précisément les quotients de deux 


(1) Prcarp, Acta mathematica, L. I, p. 297; t. I, p. 114; t. V, p- 121. M. Alezais a 
étudié également ce sujet (Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 1902, 
p. 261). 

(?) Picarp, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 4° série, t. I, 1885). : 

(*) Picarn, bid. — Bouncer, Sur une classe particulière de groupes hyperabéliens 
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898). — Corty, Les fonctions abé- 
liennes et la théorie des nombres ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1911). 
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fonctions théta de la théorie des fonctions abéliennes, où l’on a annulé 
les deux variables a et y, quand on considère ces quotients comme 
fonctions des périodes normales g, À, 9". 

Les transformations subies par les périodes normales, telles qu’elles 
ont été données par Hermite dans son célèbre Mémoire Sur la théorie 
de la transformation des fonctions abéliennes ('), sont des transfor- 
mations birationnelles quadratiques. En supprimant la condition 
imposée aux coefficients d’être entiers, et en prenant le nombre & 
d’Hermite égal à un, on obtient des transformations (T) qui peuvent 
constituer des groupes discontinus dans certaines régions de l’espace 
à six dimensions; on peut alors former des fonctions invariables par 
ces groupes de transformations : c’est à ces groupes de transfor- 
mations (T) et à ces fonctions que ce travail est consacré (?). 

Dans le Chapitre premier, je définis les substitutions (S), c’est-à-dire 
les transformations linéaires qui, effectuées simultanément sur deux 
systemes de quatre variables 


G1, Ge, G3, Wy, 


Yin Vos 3, Uy 


correspondant aux périodes des fonctions abéliennes, conservent la 
forme bilinéaire 

Gi Uz — 30, + 6)2U, — OU; 
et j'y rattache les transformations (T). En introduisant des variables 
homogènes +,, æ,, æ,, &,, X;, liées à g, A, g’ par les relations 


2 Zs pu Ck ' 2 T5 
= — h = — = gg — hi=—», 
(1) See pee ig Dés BS 
de sorte que 
(a) La Lg +L, 2, + TS = 0, 


les formules qui définissent une transformation (T) deviennent 
linéaires et homogènes, et conservent la relation (2); même Si x,, æ, 
Ly, ©, L, ne satisfaisaient pas à la relation (2), la valeur numérique 
a en UM 


- (1) Œuvres, t. 1, p. 444. à 
(2) Une partie des résultats de ce travail a fait l'objet d’une Note aux Comptes rendus de 


l'Académie des Sciences, t. CLVII, 29 décembre 1913. 
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de son premier membre serait conservée. Ce point de vue m'a été 
souvent utile; il m’a amené à nommer point de l’espace à six dimensions 
un système de cinq nombres complexes non nuls ensemble, définis à 
un facteur près, et liés par la relation (2); si æ, n’est pas nul, le point 
est dit à distance finie, et ses coordonnées non homogènes g, 4, g' sont 
données par les formules (1). Je démontre encore dans ce Chapitre que 
toutes les substitutions (S), et, par suite de l’isomorphisme, toutes 
les transformations (T) peuvent être regardées comme des produits de 
cinq transformations très simples, dont trois contiennent des para- 
mètres. Une démonstration assez simple du fait que si, en nommant G, 
ae, G' les parties imaginaires de g, k, g', la forme 


Gar+ aay + G'y° 


est définie positive, il en est de même pour la forme qui résulte de 
celle-ci par une transformation (T), découle des considérations qui 
précèdent. Ce résultat, joint à quelques autres analogues, permet de 
décomposer l’espace à six dimensions en six domaines (dont trois à six 
dimensions) invariants par toute transformation (T); on ne peut d’ail- 
leurs pas fragmenter de nouveau ces domaines en domaines invariants 
plus petits. Quelques résultats utiles dans la suite terminent ce 
Chapitre : ce sont tout d’abord le calcul du déterminant fonctionnel 
des transformations (T); puis des intégrales invariables par les trans- 
formations (T), et dont l’analogie avec les groupes fuchsiens fait 
pressentir l'utilité : j'en donne deux, une triple et une sextuple; 
enfin toute transformation en elle-méme de la forme 2,2, + ,x, + x? 
qui a pour déterminant un et qui conserve les domaines invariants 
déjà déterminés, est une transformation (T); de là une interprétation 
géométrique des transformations (T) analogue à celle que fournit, 
pour les groupes fuchsiens, la forme æ,æ, + 22. 

Dans un.deuxiéme Chapitre, je recherche les points doubles des 
transformations (T); il y en a quatre, en général. On peut alors se 
proposer de rechercher leurs positions dans les six domaines invariants: 
ces positions dépendent de la nature des racines d’une équation réci- 
proque du quatrième degré. On est ainsi amené à une classification 
des transformations (T). Il est naturel, à cette occasion, de chercher à 
réduire les transformations (T) à des formes canoniques, en les trans- 
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formant par des transformations (T) convenablement choisies : le 
nombre de formes auxquelles on parvient est de vingt-deux, dont 
quatre pour les cas les plus généraux, où l’on ne suppose aucune 
relation d’égalité entre les coefficients de la transformation. 

La formation du polyédre fondamental d’un groupe discontinu fait 
la matière du troisième Chapitre. La méthode employée est fort ana- 
logue 4 la méthode du rayonnement qui, pour les groupes fuchsiens, 
permet d'obtenir un polygone fondamental présentant des particularités 
utiles dans certaines démonstrations. Ce qui joue ici le rôle des cercles 
de la méthode du rayonnement, ce sont des variétés à cinq dimensions 
qui ne changent pas par les transformations (T) ayant un point double 
fixé à l'avance, et qu’on nomme le centre de la variété; l'équation de ces 
variétés s'obtient en égalant à zéro une forme quadratique à indéter- 
minées conjuguées en Zi, Los y Lys Ps et qui dépend non plus 
d’un paramètre, comme pour les groupes fuchsiens, mais de deux; on 
aurait en outre d’autres variétés dont l'équation serait plus compliquée. 
Ce nombre de paramètres tient à ce que les transformations qui ontun 
point double donné dépendent de quatre paramètres seulement: on a 
donc des variétés à quatre dimensions qui peuvent s'associer de 
diverses manières pour produire des variétés à cinq dimensions. 
J'obtiens une famille à un paramètre seulement en me restreignant 
aux variétés dont l'équation s'obtient en égalant à zéro une forme 
quadratique à indéterminées conjuguées et à coefficients réels : ce sont 
ces variétés qui servent à construire le polyèdre fondamental. Elles 
permettent en outre de démontrer que, si les transformés d’un point 
donné P du domaine 


sl GG —>0, G+g>o 


n’ont pas P pour point d’accumulation, le groupe est discontinu dans 
ce domaine. 

Dans le Chapitre IV, cette méthode de formation du polyedre fonda- 
mental est appliquée aux groupes formés des puissances d’une seule 
transformation (T). Dans certains cas, les faces du polyèdre sont 
indiquées; en général, j'ai recherché les points qui ne se trouvent ni 
dans le polyèdre fondamental, ni dans aucun de ses transformés ; 
ou encore les points qui se trouvent sur le contour d’une infinité 
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d’entre eux. Dans les groupes fuchsiens, les points doubles des 
substitutions hyperboliques offrent un exemple de la première circons- 
tance, ceux des substitutions paraboliques un exemple de la seconde. 
Ici se produit une circonstance particulière : les points trouvés ne sont 
pas toujours les mêmes quelle que soit la position du centre du polyèdre 
fondamental. Toutefois, ces points sont toujours en dehors du do- 
maine (1), comme cela résulte de propositions démontrées au Chapitre 
précédent. | 

Nous arrivons maintenant (Chapitre V) à la formation de fonctions 
de g, A, g'invariantes par un groupe discontinu donné de transforma- 
tions (T). Ces fonctions sont naturellement formées à l’aide des séries 
dont les séries thétafuchsiennes de Poincaré sont le prototype; une 
transformation birationnelle préalable a permis de remplacer le 
domaine (I) par un domaine situé entièrement à distance finie, ce 
qui est indispensable pour la convergence de ces séries. Ces séries 
sont alors convergentes dans le domaine (1), où elles représentent des 
fonctions holomorphes. On en déduit des fonctions invariantes par les 
transformations du groupe, et qui sont uniformes dans le domaine(1), 
où elles se comportent comme des fonctions rationnelles. De même 
que le prolongement analytique des fonctions fuchsiennes traverse 
parfois le cercle fondamental, le prolongement analytique de ces 
fonctions peut, pour certains groupes, sortir du domaine (1). Cela 
arrive en particulier pour les groupes formés des puissances d’une 
seule transformation (T); deux exemples étudiés rapidement montrent 
toutefois que, pour ces groupes, les singularités essentielles peuvent 
pénétrer à l’intérieur du polyedre fondamental; de plus, elles dé- 
pendent dans une certaine mesure du choix de la fonction rationnelle 
qui intervient dans les termes des séries. 

Le Chapitre VI est consacré spécialement au groupe arithmétique et 
aux fonctions correspondantes : le groupe arithmétique est, par défi- 
nition, le groupe de transformations (T) qui correspond aux transfor- 
mations (S) à coefficients entiers. D'abord (SL), j’établis que les sub- 
stitutions de ce groupe peuvent toutes être considérées comme des 


produits de quatre substitutions fondamentales; ensuite, je démontre 


que toutes les transformations (T) à coefficients entiers font partie du 
groupe arithmétique. Le polyèdre fondamental est formé (§ IT) par une 
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méthode légèrement différente de celle qui est exposée au Chapitre IIL. 
Enfin, la méthode du Chapitre V est employée (§ IIL) pour la formation 
de fonctions invariantes par le groupe arithmétique : le prolongement 
analytique de ces fonctions ne peut pas sortir du domaine (I), de 
sorte qu'elles sont uniformes partout où elles existent. Le polyédre 
fondamental ayant des points sur la frontière du domaine (I), les 
singularités des fonctions invariantes en ces points sont étudiées : on 
trouve ainsi que quatre quelconques des fonctions invariantes que 
nous avons formées sont liées par une relation algébrique. Le quotient 
de deux fonctions @(x,y) de la théorie des fonctions abéliennes, 
pour « = y = 0, prend un nombre fini de valeurs quand on fait subir 
aux périodes normales les transformations du groupe arithmétique 
[il faut supposer que les fonctions O(x, y) dont il s’agit sont paires]; 
les fonctions symétriques de ces valeurs présentent les mêmes singu- 
larités que les fonctions invariantes que nous avons formées : elles en 
sont done aussi des fonctions algébriques. | 

Dans le Chapitre VII, j’étudie les groupes de transformations (T) qui 
viennent des transformations en elles-mémes a coefficients entiers de 
formes quadratiques à cing variables du type - 


2 2 2 2 2 
Ui us TU; ue — Ue, 


U,, Uy, U, U,, U, étant des formes linéaires à coefficients réels. La 
méthode classique, introduite par Hermite, qui permet de ramener la 
réduction des formes quadratiques indéfinies à celle des formes 
définies, permet, en s'appuyant d’autre part sur le théorème démontré 
à ce sujet au Chapitre III, de démontrer que ces groupes sont discon- 
tinus dans le domaine (1). Une étude sur l'existence, dans ces groupes, 
de certaines substitutions, permet de démontrer que les fonctions 
invariantes correspondantes ne peuvent pas se prolonger hors du 
domaine (I): elles sont donc uniformes partout où elles existent. 
Quelques renseignements sur le polyèdre fondamental découlent aussi 
de cette étude. Il serait désirable d'étudier aussi les singularités 
essentielles de ces fonctions sur le contour du polyèdre fondamental, 
de manière à voir si les propriétés des fonctions invariantes par le 
groupe arithmétique ne s'étendent pas à ces nouvelles fonctions; cette 
étude n’est pas faite dans ce travail. 
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CHAPITRE I. 


DÉFINITION ET PREMIERES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS (T). | 


I. — Les substitutions (S). 
1. Considérons deux systèmes de quatre variables 


G1, We, G3, Gy, 


U1, Ye, U3, Ys 


nous effectuons sur @,, &,, &,, ©, une certaine substitution linéaire 


et homogène 
Os A0) + Ay Gq + A303 + A,0),, 


oh bio, + De Go + b303 + b,o,, 
D, 6h + Ca O9 + C3 D3 + Cr, 0)4, 
Ore d,0,+ do: + d303+ do, 


et sur v,, V2, U,, v, la même substitution 


Vi 104 + Qobr + Ag Vg+ Aus, 
Ye bi, + by 0, + bsus + biv,, 
Vy Gui + Cove + CsU3 + C,Y,, 
Y,= div, + du, + div, + dus. 
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Cette substitution est choisie de manière qu’on ait l'identité 
(1) 2,Y3;—Q3Y, —+ oY, LA A G); 3 — G)3 en —+ Ga DE G), Uo. 


Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que les seize coefficients de la 
substitution satisfassent aux six relations que voici : 


(ac )12 + (bd)12 — 

(ac)i3 + (bd),,= 1, 
(ac) + (bd),=0, 
(aC )o3 + (bd):3— 0, 
(ac)o,+ (bd)n= 1, 
(ac)3,+ (bd), = 0. 


Nous avons posé pour abréger 
(mn);;= min; —m;ni. 


Nous appellerons cette substitution une substitution (S). 
On peut conclure de là que le déterminant 


alt bb be 
C1 Co Cz Cy 
Dr Cds de 


est égal à un; en effet, 


A——(ac);:(bd)3,+ (ach3( bd)», — (ac, (0d)3 
— (ach:3(bd)1,+ (ac}2(bdh13— (aC) 3, (bd) 123 


ou bien, en tenant compte des relations entre les coefficients, 


A= (ac)12(ac)s4— (ac )43( aC Jos + (ac his + (aC )14(AC as 
+ (bd)»3( bd) ,— (bd)o,( bd)43 + (bd)13-+ (6d)3,( O04) 12; 


mais, entre huit nombres m,, my, M,, M,, M4, Ny, Ny, MN, existe 
Videntité 
(3) : (mn)a(mn)s+(mn)s(mn)u— (MN) 13 (MN )o, 0; 


nous voyons done que 
' A =(ac),3+ (bd): =1. 
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2. Cherchons les mineurs du premier ordre du déterminant A; 
nous désignerons le mineur correspondant à un élément par la lettre 
majuscule de même nom que cet élément, et affectée du même indice 
que lui. 

Les quatre équations en 2,, ©, æ3, æ, 


A Ti + by La+ Cy T3 + a, t= QO, 
A,X, + bai + Co23+ dit, = 0, 
sl + bsdit Cds + dt, 1, 


AyTi + b,%,+ Cyts +d,7,=0 
ont comme solution 
Ti—— Ci; t= — di; T3 — 1; te D 
nous en tirons immédiatement 
(a= d,=—Bs, ajz= Cy; b= D; 


en considérant trois autres systemes analogues d’équations, nous 
trouvons que les mineurs forment le tableau suivant : 


C3 Cy ae Ci ne C2 
fe NEA 
RES a3 Dane ay ay aA, 


—b,; —b, by b, / 


dy Gy As ay 


b, b, bs b, 
C1 Cy Cz Cy 
d, ad, d, d, 
est donc celle-ci : 
C3 ds — 3s. = b; 
C4 d, —a, —b, 
— ©, —d, ay b, : 
—C, —d, 2 b, 


mais cette dernière est encore une transformation (S); donc les seize 
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coefficients satisfont encore aux six relations suivantes : 


(ab),3 + (ab).,=0, 
(ac )\3-+ (ac ha = 1, 
(ad); + (ad).,= 0, 
(4) (be )i3+ (bc )a, = 0, 
(bd) 13+ (bd), == 1. 
(cd )i3 + (cd) = 0. 


Ces six relations sont done une conséquence des relations (2); d’ail- 
leurs, le système (2) est lui-méme une conséquence du système (4); 
ces deux systèmes sont équivalents. 


3. Il est évident que les substitutions (S) forment un groupe. Il 
peut être utile d’avoir quelques substitutions simples susceptibles de 
donner par leurs produits n’importe quelle substitution du groupe. 
Voici un système de cinq substitutions qui jouit de cette propriété : 


T1 TO MO AO TNT Te 1 (Om Ou Om 
re 6 +0 0 «To @O We ela O0 
= ; Ve ; S3— , ; 
O Ts, © ey 1 oO o (eb at. 1% 
D ON Te oO Go 6 i G No Loti 

O Oo —I oO Or? G0 

oT. 000 i, 0. 0.6 

Cp = ; ni 
i © fe) 0.009 43 
O @ O° Ono 10 


"Dans; on a 7,7, =7,7r,=1} les paramètres c, et c, de S, et S, sont 
arbitraires. 

Si S et T sont deux substitutions (S), nous désignerons par ST le 
résultat obtenu en effectuant la substitution T surle résultat de la sub- 
stitution S. | 

Prenons une substitution (S) quelconque 
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et cherchons à la mettre sous la forme d’un produit de substitutions 
S,, Su, Sy, S,, $;- Pour celanous la multiplierons, à gauche pour fixer 
les idées, par un produit de substitutions S,, S,, $3, S,. Ss choisi de 
manière que le résultat final soit la substitution unite. 

D'abord, en multipliant S par un produit convenable, on peut la rem- 
placer par une substitution où «=o. En effet, si &, est nul, il n'ya 
rien à faire; sia, n’est pas nul, nous multiplions à gauche S par S,, 
où nous avons pris ¢, tel que a, +a;c, —0; multiplions encore à 
gauche le résultat par S,: le coefficient qui tient la place de «, dans ce 
résultat est nul. Nous désignerons encore ce résultat par la même 
notation que S, mais en tenant compte de ce que a, = 0. 

Nous allons maintenant, sans que ~, cesse d’être nul, rendre &, nul 
à son tour. S'il l’est, il n’y a rien à faire pour cela. S’il ne l’est pas, 
nous multiplions à gauche par 


I Ou" 6 10 

oO I 070 
$;8,.5;= , 

ONOMINCO 

OC Oot 


après avoir choisi c, de façon que &, + &,c, = 0; puis nous multiplions 
à gauche le résultat par 


I Oo Oo 

0 ‘6 oOo —1 
SSÈS, = : 

0 ‘0 I Oo 

10) I mo) oO 


si nous continuons à désigner le résultat par la même notation que §S, 
a, et a, sont tous deux nuls. Ses 

Nous pouvons maintenant annuler «,; si ce coefficient n’est pas nul 
de lui-même, nous n’aurons pour cela qu'à multiplier par 


I 0 00 


à 
S,$;'S,8,8; = We es 


Ce Met aes 


oO O° 0 NI 


après avoir choisi c, de façon que «, —c,a,=0; puis & multiplier le 
résultat, toujours à gauche, par S,. 
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La transformation obtenue est 


dy, 10° 0 40 


By Bs Bs B.( 
Pal Phe eS Ve j 
Og 20s. Oe - Oy 


a, n'est sûrement pas nul puisque le déterminant est égal a un. Les 
relations entre les coefficients donnent alors 


= Di Oo. 
Notre transformation est donc de la forme 


OO, OR 0 


Bi Br o B, 
Va yi ES NU 
DU ÉD: 


Si B, n’est pas nul, on l’annulera en multipliant par S;S,S, où c, 
est tel que B, + c,B, = 0, puis par S;S,S;. Alors B,n'’est pas nul, sans 
quoi le déterminant le serait; nous pourrons donc annuler 6, en mul- 
tipliant par S;S;'S,S,S;, en prenant c, tel que B, — B,c, — 0. Les 
relations entre les coefficients nous montrent qu’alors y, est nul aussi 
et que «,y,;=(.6,=1. Multiplions à gauche par S,, en prenant 
Ti Ys la = Des et par SULLCNS = 6.475 = Bes nous trouvons une trans- 


formation telle que 


I Oo Oo Oo 

Oo I Oo oO 

Yi ys 10 

Ye Oy, 0 
Nous annulerons y, en multipliant par S,, où l’on a pris c,=— y,3 
y, en multipliant par S;, où l’on a pris 6, =—Y;; 6, en multipliant 
par S;S8,8,;, avec c, = — 6,. Ceci fait, nous avons, comme nous le 


voulions, la transformation unité. Nos cing substitutions ont bien la 
propriété annoncée. 
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II. — Les transformations (T). 


1. Considérons deux groupes de quatre variables, ©,, &,, 3, ©; 
et U,, Voy Uy, Us, liées par la relation 


(5) (@Y)13 + (WY )oy = 0. 
Il existe alors, si (wu),, n'est pas nul, trois nombres g, A, g' tels que 


¥o,+ ho.=os;, gut AU 9s, 
! a . 
hw, + g'oi = 0, ho+g'u—u,; 


en effet, les deux premières équations donnent 


= (wv as abs (ou), 
(@U)42 (@U)12° 


— 


et les deux dernieres donnent 


poe (COR Tos (CUITE 
7 (œuhe (@U )i2 


de sorte que les deux valeurs trouvées pour A coincident. Nous 
pouvons remarquer qu’on a de plus 


E%+ho, hot g'o, 


Ù = 4 = (geg'—h? . 
(av Jas gu+hu hu+g'u (3g BY (oe )ia5 
done 
(@Y}3, 
oo! h?— rate" a . 
ey (@Y)12 


Appliquons à w,, &,,&,, ©, et A v,, Us, U,, U, une même substi- 
tution (S); les variables transformées Q,, Q,, Q,, Q,, Y,, Y,, Vs, Y,, 
satisfont à la même relation que les premières 


(SV h13+ (AY), = 0. 


Si donc (QY),, n’est pas nul, nous pourrons introduire les nombres 
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G, H, G’ donnés par les relations 


CT)» 
Sorts 
_ (ST): == (QY)s, 
~ (QY),: à (QT): 
gr (2D. 
| (QY) 12 
! = (QY)s, 
Se Ove 
Soit 
a, a, a3 à, 
b, 6, b, b, 
CCS Cy Cy 
rk det tae 


la substitution (S) employée; nous avons 


(QT 12 — (2D) 12(@Y)12 + (46),3(@Y) 13+ (ab, (ouh 
+ (@b)5( WU) 93+ (ab ha (wv )o, + (AD), (@Y) 34, 


et des formules analogues pour (QY),;, (QY),,, (QV )ss, (QY).;, 
(QY),,, obtenues en remplaçant dans la précédente (ab), successi- 
vement par (aC) nn, (42) mny (BC) any (04) ny (C4) inn» Or de là on déduit 
les valeurs de G, H, G’, qui sont: 


Gen — (be a+ ( be )osg — [( be his — (be ju J — (bc), g'— (bc \ul(gg’— h? 2 
__ (ab)12— (ab)aag + [(abhis— (ab) JA + (abhg+ rie h?)’ 
eX: (ac )19 — (ae )o3¢ +[(ac)i3— (ac), Jk + (ac h1,g'+ (ac )a(gg'— A?) 
~ (4b)2— (abus 8 +[(abhis— (ab), JA + (oblig + (a6), (8 8'— h?)’ 

HE (ad), — (ad)o3 8 + [(ad)13— (ad)}a, |h + (ad)1,g"+ (ad)3,(g¢'— h*) 

7 (ab). — (ab)o3 2 +[(a6),3— (ab), Jk +(abh,g'+(abha(gg'— h?)’ 

(ed 12 — (cd) 39 + [(cd )13 — (cd), |h +(cdh,g + (cd):(gg'— h*) 
(ab)i2— (ab) 8 + [(ab)13— (ab) Jr + (ab) ng (abuse #7 ji 


(6) 


® GG’ — H?= 
C’est une transformation porate portant sur g, A, g’ et gg’ — A’. On 
peut aussi poser 


(@U)i2= Li, (QU )o3—= Los (@v);3—=— (@Y)o,= Las 


(OU) = Lu, (@U )3,— 2s, 


20 GEORGES GIRAUD. 
de sorte que x,, æ,, æ,, æ,, x; Soient liées par la relation 


Vas 
LiLi + Tadi + Ts = 0. 


Si, des variables Q;, Y;, on déduit de la même façon des variables 
homogènes X,, X,, X:, X,, X;, on aura de même 


X,X,+ X,X,+ Xj=o. 
On a alors les relations linéaires et homogènes 


X,= (ab)1.%1 + (abhade+ 2(ab)13 73+ (ab)1, 2, + (Ab) 3,25, 
X_= (be) 42.2 + (be has p+ 2( bE his V3 + (be) 4%, + (OC) 3,25, 

(7) X,= (aC hot + (AC) 93% + [2(AC)\3—1] 23+ (AC), 2, + (AC) 3,25, 
X,= (ad) 21 + (Ad) o3%_+ 2(ad)13 3 + (ad hits + (ad)s, 25, 
X3= (cdot + (Cd)o3.%2 + 2(cdhsæ3 + ( cd)æi + (cd)sts, 


qui ne sont autres que les relations (6) rendues homogènes. 


Comme l'égalité 
XX; + X.X,+ x2 =o 


résulte de 
Li L3+ La Lit Li —=O, 


et que son premier membre est une forme quadratique en 2,, 2, X3, 
æ,, æ,, On al’identité 


X,X5-+ X,X,+ X2=A(2,254+ Tax, + Ti), 


À étant une certaine constante qu’on va voir être égale à un. 
Nous dirons qu’un système de cing nombres non tous nuls 2,, x, 
Hy, Lys Ls, liés par la relation 


XH, Ls + LyX, + 20, 


représente, en coordonnées homogènes, un point de l’espace à six 
dimensions; si x, n’est pas nul, nous dirons que le point est à distance 
finie et a pour coordonnées non homogènes les trois nombres com- 
plexes 


Les transformations (6), ou (7), sont alors des transformations de 


dits Lniisisloshite iittala 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 253 


l’espace a six dimensions, que nous nommerons, pour abréger, des 
transformations (T). A moins d’avis contraire, toutes les transfor: 
mations (T) que nous considérerons seront à coefficients réels. 


2. Les transformations (T) forment évidemment un groupe iso- 
morphe de celui des transformations (S). Cela nous permet d'affirmer 
que toute transformation (T) est un produit des transformations qui 
correspondent à S,, S,, S,, S,, S;. Or, si nous formons ces cing trans- 
formations, nous constatons qu'elles ont toutes un pour déterminant. 
Il en est donc de même de toute transformation (T). 

Or, par une trausformation (T), æ,æ, + æ,æ,+ x; se multiplie par 
une constante À, comme nous avons yu; donc son discriminant est 
multiplié par 4°; mais, d’autre part, nous savons que ce discriminant 
n’a pas changé; comme À est réel, c’est donc que A =1; ainsi 


XX: + XX, + X— LL + Lo ls + Vie 


Ce résultat, obtenu pour les transformations à coefficients réels, 
s’étend d’ailleurs immédiatement aux transformations à coefficients 
complexes : car il est vrai pour les transformations correspondant 
à S,, S., S,, que les paramètres qui y figurent soient réels ou non. 


_3. Supposons que &,, x,, x,, &,,æ, Soient des nombres complexes, 
PSDIENL D, D... Page “ioe Lie leurs Conjugués; soient de même X,,, 
ee X30 X 0 Xs, les conjugués de X,, X;, + Ne Age Les transfor 
mations étant réelles, on voit tout de suite qu’en désignant par A et 
deux constantes quelconques, AX, + Xi, AX, + UXyo, AX, + Xoo, 
AX, + UX, et AX,+uX,, sont les transformés de Ax,+hux,, 
Nag Bugs AD, + UM 59, NB + Myo, As + MTso5 done 


(AX, + p- X10) (AXs+ 2 X50) + ae ag) ae p-X40) + (AX3+ 2 X30)? 
= (À a, + Lio) (A Ts + LU B50) + (A Ly + Li Loo) (A ay + do) + (À 3 + Be £30)”. 


En égalant les coefficients de Ate on trouve l’identité, importante 
pour la suite, 


= By Leo Lio Ts + Le Lio Fe Lao Pa + 2 Ly Lyq- 4 
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Désignons, d’une facon générale, par m, le conjugué d’un nombre 
quelconque m. En considérant la transformation (6), cette identité 


devient 
GG'— H?+ G,G, — H?— GG, — G,6'+2HH, 
__ 88 Pr he Rar he 9 > Bek realy Or 
~~ | (ab)ya— (abhag + 2(ab)3h + (ablig'+ (ab) (eg'— A?) |? 


En particulier, les inégalités et l’égalité 


B+ 8080 — ho — 880 — 88 + 2hhy> 0, 
88'—W + 808o— Ni — 880 — 808 + 2hhy<o, 
ge — lh? + gs — hi — 88. 8 + 2hh=o 


sont conservées par les relations (6). Posons 


g—= Got UG, 
A=K,+ ik, 
= G+ ig, 


Gos Hy, G, G, À, G’ étant réels; nous avons alors 
Bobo — hi + ge'— M ge, — gg + ahh» =— 4(GG'— K*); 


donc GG’ — x? conserve son signe par la transformation (6). 

De plus, si GG’ — 3¢*20, G et G’ sont de même signe; or les substi- 
tutions correspondant à S,,S,,S,,8,, S, conservent alors toutes ce 
signe; donc il en est de méme pour toute transformation (T). Ainsi, 
les six domaines suivants sont changés en eux-mémes par toutes ces 
transformations : 


(D) gg 0,  G+G>0; 
a’) ° GG-se>0,  G+G'<o; 

(1) GG! — 3 <0; 

(iil) | GG'— 0, G+G>0; | 
(IT) GG'— K?=o0, G+G'<o; 

(IV) Gel See 


Pour le domaine (IV), ou domaine réel, cette propriété est évidente. 
Les points conjugués de ceux du domaine (I) sont dans le \ 
domaine (I’), et réciproquement; la même chose a lieu pour les 
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domaines (III) et (III), qui servent de frontière commune entre le 
domaine (11) d’une part, et les domaines (1) et (I’) de l’autre. 


4. Nous allons maintenant démontrer que tout point d’un de ces 
domaines peut être changé en un point quelconque du même domaine. 
Pour cela, il nous suffit de démontrer qu'un point fixe dans chaque 


domaine peut être changé en n'importe quel autre point du même 
domaine. 


Tout d’abord la transformation 


G=g+), 
H— A +p, 
G'= g'+ 9, 


correspondant a la substitution (S) 


9 


= = Re 
SS 


I oO 

Bor of 
ee eee | | 
permet de modifier comme on veut les parties réelles de g, À, g’; on 
peut donc se borner a démontrer qu’on peut transformer dans chaque 
domaine un certain point en un autre dont les coordonnées aient des 
parties imaginaires assujetties aux seules conditions qui définissent le 
domaine. | 

Pour le domaine (1), le point 


ETNO 


P= get, h=o 
est changé dans le point 
gt RC eut, 


du même domaine, par la transformation 


; = G a H 
g ae ET: 
VGg— 52 VOg — Er VE — 
G’ GG Hi? 
<= S - == SS. 
7e ze ue VGG — JE — g'VGy — 
a — CORAN M EE 2 Fo) 
GVGG—R J J 
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qui correspond au tableau 
— x I 
VGGG— KH) VG 


G 
EVA TT fo) 
Tet 80> \/ Gr wh, fo) 


= VG 0) 0) 0) 


JC V# — Je: 
— — O ra) RENE 
VG G 


Cette même transformation change encore le point 


~ 
. 


LEL ET, M =—107 
du domaine (I’), dans le point 
| g=—ig, ‘h=—iR, g'=—iç, 
du même domaine. 
Passons au domaine (11). Le point que nous transformons est ici 

ft; p'—— à, ko; 

soit encore 

y= iG, ese EG" ET A (a 


le point à atteindre. Si d’abord G est positif, la réponse est donnée par 
la transformation correspondant au tableau 


Se ae ¥ 
G(I— GG) VG 
G 
/ GT TE Le] Oo be 
G 0 oO re) 
oo à x VIE 
fente vg g 
c'est-à-dire 
; sk eee H 
( me See ( gj ) ET, 
"| ed) SS _ 2a 
VIe? — GG" À Ter — GG", ae? — GG" 
AL DR mere ir od à 
2 e— ec = fe 


> RSS À fe C 
Gy JC? — GG J ‘ 
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Si G est négatif, nous avons le’ résultat au moyen de la transforma- 
tion correspondant au tableau 


— JC = je | 
——————— oO [e] = 
V— GE = GG) V—G 
ERE 
ae aa fo) fe) fo À 
JC? — GG Ne 
fe) AG; ) ) 
Te Hie GGi 
fe) 7 : — pe te le) 
ral a3 Ve ee 
qui es . 
1 eo G a H 
Eco pr D VV — Ge) ae Gg 
hes G' _ GG'—H? 
oe ge SCE 7e Hs (e vs Go! 
he A er Pad ME dd 


G 52 = GG’ G 


Si maintenant G était nul, G’ ne l’étant pas, nous pourrions, par une 
de ces deux transformations, obtenir le point g = 74’, h =73e, g =0; 
en appliquant a ce point la transformation correspondant à S,, on 
arrive au résultat demandé. Si enfin G et G’ étaient nuls tous deux, on 
aurait la solution par la transformation 


le . 
D a ne 
(5é) IR ae Ge es — À) 
1 H G' GG! — H? 
= = RE Si aa a 
| Lo PARENTS KH + 25h — R( ge'— h*) Ig! 
2 2 
qui correspond au tableau 
oO ail er 0) | O 
LA, FAR 
} MT ONU 
I SIN 
2 2 


La propriété énoncée a donc lieu pour ce domaine. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1915. 33 
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Prenons maintenant le domaine (III), et, dans ce domaine, le 
point g=1, g—h—o. Si Gn’est pas nul, on le change dans le 
point g—iG, g’=15', h=1K de ce domaine au moyen de la trans- 


mation 
G = gG, 
H = gX + h, 


Ge o! 
eee CR 
wa egeany/f + 


qui correspond au tableau 


I — 
RE ay fe) ) 
; J 
vg 
) G 0 Do 
0) 0 VG o |” 
1 
0 oO +YVGl — 
J VG 


ou il faut prendre les signes supérieurs si je est positif, les signes 
inférieurs dans le cas contraire. Si G est nul, % l’est aussi; comme on 
n’a pas un point réel, G' n’est pas nul; on arrive alors au résultat en 
changeant d’abord le point g=7, g’=A=o dans le point g ST 

g —h—o, au moyen de la substitution précédente, puis en “ie 
quant au résultat la transformation correspondant à S;. 

La démonstration faite pour le domaine (III) est bonne aussi pour 
le domaine conjugué (III’). 
Enfin, pour le domaine réel, la transformation citée en commencant 
suffit a faire voir que la proposition est encore vérifiée dans ce cas. 


5. Dans ce qu’on vient de dire, on a omis de parler des points à 
l'infini; cette expression a, bien entendu, ici le sens que nous lui avons 
donné plus haut. Par une transformation conyenable, un tel point 
peut toujours être ramené à distance finie : il suffit pour cela de se 
servir d’une des trois transformations correspondant aux tableaux 


0.0 —I Oo HOMO 0 0. One ate 
o I oO O0 Oo — ] 0. G5 =a o 
I o |? diner 0. 1. 6 One 
© I ORT TE Re io! Vi 0 
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en remarquant que x,, x, x, etx, ne sont certainement pas nuls 
ensemble, sinon x, le serait aussi. 


Quand on le ramène ainsi a distance finie, un point à l'infini 
tel que 


Li Lsq + Ly U3 Lo Lig + Lop L, + 2X3 239 


soit nul, vient dans l’un des domaines (III) ou (III), mais toujours 
dans le même, quelle que soit la substitution employée : car autrement 
un point d’un de ces domaines pourrait être changé dans un point de 
l’autre, ce qui est absurde. Nous dirons alors, suivant le cas, que le 
point à l'infini appartient au domaine (HIT) ou au domaine (III’). Nous 
adopterons des définitions analogues pour les autres domaines. 

La propriété qui fait l’objet du numéro précédent subsiste alors 
quand on adjoint aux domaines considérés leurs points à l'infini. 

D'ailleurs, le domaine (1) n’a pas de point à l'infini; car, s’il en avait 
un, l’une des trois substitutions précédentes le transformerait en un 
point à distance finie pour lequel g, g’ ou gg’ — A? serait nul. Or, dans 
ce domaine, ni g ni g’ ne peuvent être nuls; et, pour gg’— A’, nous 
pouvons remarquer que, dans ce domaine, on a 


gg — + gg — a — 88) — 88 +2hh<0; 
si gg’ — h? = o, cette inégalité devient 
= BE) — 88 + 2hh,< 0; 
or, on peut poser 


a, [ifr hi =a, 


a et BG étant deux nombres complexes dont les conjugués sont a, et f, ; 
Pinégalité devient alors 

2 | — (%By— a8)? < 0, 
ce qui est absurde. 


6. Nous voulons calculer maintenant le déterminant fonctionnel 


D(G, H, 6’) 
DCs, hg") 
de la transformation (6). 
Pour cela, considérons quatre variables x,, x,, #,,x,, sur lesquelles 
nous exécutons la transformation (S) à laquelle correspond la trans- 
formation (6). En remplaçant x, par ga,+ ha, et x, par ha, + g’x,, 
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nous voyons que les variables x, et x, subissent la transformation 
X= (a+ ag + ah) a+ (a, + ah + a8") Xo, 


Xe (b+ bg + Oh) yt (bg + bsh + 8") x23 


g, A, g’ subissent eux-mêmes la transformation (6). Or, le déter- 
D (Xi, Xz) 
D (2, Ta) 


(ab)i2— (ab)o3 8 + 2( ab), 3h + (ab) ,g'+ (ab)3,(gg’— 42); 


minant se réduit a 


c’est le dénominateur commun des seconds membres des formules (6); 


ce dénominateur jouit donc, relativement aux produits de transfor- 


mations (T), de la même propriété que le déterminant fonctionnel 


cherché. 

Or, ce déterminant se calcule facilement pour les transformations 
particulières correspondant àS,, S,, S3, S;, S; : on trouve chaque fois 
l'inverse du cube du dénominateur. Ce résultat est donc général; on a 
toujours 


D(G, H, G') _ 1 


D(g, 2,g') [(ab)12— (4b) 238 + 2(ab) 3h + (ab), 8' + (aba(gg'— Abs 


7. On a déjà vu que, par les transformations (6), l’expression 


— 3¢? se reproduit multipliée par l’inverse du carré du module du 


dénominateur. D’autre part, on vérifie sans peine, à l’aide de S,, S,, 


S;,8,, 33, que le déterminant fonctionnel de la transformation subie 


par Gos Hos Gy, G, I, G’ est égal à l'inverse de la sixième puissance de 
ce module. Il en résulte immédiatement que l’intégrale sextuple 


if dG, dG dK, ase dG, dG" 
SILI ae 


étendue à une certaine région, est égale à la même intégrale étendue 
à la région résultant de la première par une transformation (T). Si g, 
h, g' sont trois fonctions continues de trois variables réelles uw, 22 æ 
assujetties à certaines limitations, l’intégrale triple 


D(g, A, 8") ) 


eg pera ees Diu, °, w) e w) dudy dw 


(GG'— 3e) 


ne change pas non “Ee par les transformations (T). 


a — 
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8. Nous avons vu que les transformations homogénes (7) sont des 
transformations en elle-méme de la forme quadratiquez,x,+%,0,+2°. 
Est-ce que toute transformation en elle-même de cette forme quadra- 
tique est une transformation (7)? Il est d’abord nécessaire pour cela 
que son déterminant soit un; Supposons qu ‘il en soit ainsi. 

Soit 


Xi Ti + AD + Ay Es + ML + A575, 
Xe Pit + Pate + Pats + 8, 7,4+ Pis, 
Kg 71 Lik Vote + Yals + Yidi + YsXs, 
NGS Dir + Onde ts hp 0, Fy De, 
Xp 6,4, + Elo + Esdat Eli + Es rs 


une transformation en elle-mème de notre forme quadratique, de déter- 
minant wz. On voit immédiatement que | 


@ E1 + Bd + yj =o. 


On peut supposer que a, n’est pas nul; s’il l'était, on n’aurait qu'à 
multiplier à droite cette transformation par une transformation (7) 
convenable pour le rendre non nul. Prenons alors a,, a;, b,, b, quel- 
conques sous la condition 

(Gb) 12 = O43 


puis choisissons c,, c,, d,, d, de façon que 


di —— A B+ Oy, 01 Ca=— 4,8, + do, 
ah Qi Yi + bad oy dy = zy, + bad. 


Nous avons alors les relations 


1 (ab)2= %, ! (be)jx= Bs; (ace)2=— (bd) p=, 
(ad) = ds {cd} = 8. 


Le raisonnement qui a servi à montrer que toute substitution (S) est 
un produit de substitutions S,, S,, S,, S:, S; peut, en employant les 
multiplications à droite, montrer qu'il existe une substitution (S) 
dont les deux premières colonnes du tableau des coefficients sont : 
eet Bs ae Gs My god 
bynbpe PER: 
oS (SO CI enr: 


rl aa 2 
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multiplions alors à droite la transformation donnée par la transfor- 
mation inverse de la transformation (7) qui correspond à cette sub- 
stitution (S); si l’on désigne la transformation produit par la méme 
notation que la transformation donnée, on voit qu’on a maintenant 


Cet Ne b= ):=0,— e,—9, 
Égalons alors à zéro les coefficients de x, 2,, DL, Ly, TiT4 dans 
X,X;-+ X,X,+ Xi, 
et à un celui de x, x;, nous trouvons 
tte ti=20, ele 


De plus, entre les autres coefficients, nous avons les relations sui- 
vantes : 
Bad pi 0, Psds+ys=—1, Bi +yi —o, 
Ba 0, + PB: de + 2Y2Ys—1; 
Be 03 + Ba 02 + 2Y2/3— 0, 


; Bad, + B,03;+ 2ysy,= 0; 
enfin, le déterminant 


Br Bs By 
ete ee D C 
dy 0; À 


est égal à un. Donc 
bie Bat + 6323+ Pix, 
X3 = yoaa+ YsX3t Yes, 
X,= date + sta + 0,2, 


est une transformation en elle-mème de déterminant un de la forme 
Le ty + x2. 


Donc, en désignant par a, b, c, d quatre nombres réels convena- 


blement choisis, tels que 
ad —be=1, 


cette transformation, si B, est positif, est de la forme 


X,=— @’2,+ 2abz2;— bx, 
X;= aca, + (ad + bc)r; — bdx,, 
X,=—c’?2,—a2cd2,+ d'x,; 


ee 
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c'est encore vrai si 6, est nul, 5, étant positif. Mais, si l'une ou l’autre 
de ces quantités est négative, il faut prendre la substitution précédente 
suivie ou précédée de 


X,=— Le, 
X:— La, 


Nous prendrons, pour fixer les idées, a, b, c,d de telle façon que cette 
substitution précède la première citée. Alors, nous multiplierons à 
droite la substitution à laquelle nous sommes parvenus par l'inverse 
de la transformation (7) correspondant au tableau 


dec HET oO 
ba o Oey 
TO 0 Sb ol. 
0 Oo —c ad 


puis, si 8, ou 4, était négatif, nous faisons encore la substitution 
(8) i= Ti X,=— 2), Nils X,=—2,, NE: 
cette dernière n’est pas une transformation (7), car, appliquée à un 
système de nombres tels que x,æ,+ x,x,+ x; —0, elle échange les 


domaines (1) et (I’). La transformation à laquelle nous sommes par- 
venus est de la forme 


My Li + Lolo + As Lg + HT, + Os Ts 


Xi = ts— Bj 24, 
x I 
8 L3— HD) 


X, = Ti — Ts, 


A 2,3 


or c’est la transformation (7) qui correspond au tableau 


\ 


I 
I 0 —@& -a@ 
2 2 3 
I 
OUT Day, Oy 
2 
0 I Oo 
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Nous avons donc mis notre substitution sous la forme d’un produit de 
substitutions (7) dans lequel est, dans certains cas, intercalée une 
substitution (8), et une seule. Quand il n'y a pas de substitution (8), 
nous avons bien une substitution (7); quand il y en a une, nous 
n’avons pas une substitution (7), puisque les domaines (1) et (I’) sont 
échangés. 

asia la piacere nécessaire et suffisante pour que notre transfor- 
mation soit de la forme (7) est qu elle change le domaine (1) en lui- 
même, 

On peut aussi donner une interprétation géométrique des pate. 
mations (S) et(T), ainsi que des transformations analogues à (S) pour 
lesquelles on a l’identité 


(QY 13 + (QY)2, = — (wv)13— (@v)es; 


auxquelles correspondent les transformations en elle-même de la 
forme æ,æ,+ x,æ,+ x qui ne sont pas de la forme (7): les transfor- 
mations (T), suivies ou non de la transformation (8), sont les trans- 
formations subies par les points de la quadrique de l'espace à quatre 


dimensions 
Li Ts + Lady + L} = 0;: 


les transformations (S) et leurs analogues qu'on vient de citer sont les 
transformations subies par les génératrices de cette quadrique dont 
voici les équations : 

Ti+(ef+g)x;+ fxs=0, 

w+ ea, +(ef—g)rs—0, 


L3— er, — fxr,= 0; 


il suffit de poser 


La condition 
(62 )13+ (wy )a,= 0 


exprime que les deux génératrices de paramètres w,, w,, w,, w,etu,, 
Us, Us, VU, Se rencontrent; leur point d’intersection a pour coordonnées 
Ho 


t= (0%)12, La = (6 )as, L3—= (w»)s3, X,—= (WY) 44, Ts = (wy)s,. 
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A un point à coordonnées complexes de la quadrique, on peut faire 
correspondre une variété réelle à deux dimensions, savoir l’inter- 
section du plan tangent en ce point avec le plan tangent au point 


conjugué. Les transformations (T) indiquent alors les transformations 
de cette variété. 


CHAPITRE II. 


RECHERCHE DES POINTS DOUBLES. CLASSIFICATION DES TRANSFORMATIONS (T). 


I. — Recherches des points doubles. 


1. Considérons le tableau des coefficients d’une transformation (S) : 


dj QA, A3. à 


DANS he eb. 
Cy Cy Cy Gy 
Guava, Wale. Vuh, 
Formons l'équation 
a,—Ss Ay OP a, 
pa il, b, 
(1) Ci Ca ig ei Cy par: 
Bia vel FAT a 


elle s’écrit encore 


s'— (a, + b,+ c;+ d,)s 
+ [(ab),2+ (achis + (ad)1, + (bc )ss + (bd )n + (cd)s,]s° 
— (A,+ B,+- €;+ D,)s+1=0; 


mais, à cause des valeurs déjà trouvées pour les mineurs, nous voyons 
tout de suite que 


A+ B,+ €;+D,=a,+ 6,+ Ca + dis 


et que, par suite, cette équation est réciproque. L'exemple de la transfor- 
mation S, nous montre d’ailleurs que toute équation réciproque du 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — Ocrosre 1915. 34 
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quatrième degré pour laquelle les coefficients extrêmes sont égaux 
à un, est une équation (1) si ses racines sont réelles ; la transfor- 


mation 
0, O20 


Oecd ao 


a 
OM TILL ONMU 
c 

oO Né 6 ad, 


où ad — bc = a'd'— b'c' =1, et celle-ci : 


rceos9 rsing oO a 
—rsing rcosg 0 ) 

0 () r'cos® —7r'siny 

() oO r' sing r' cose 


où rr'— 1, nous montrent que c’est encore vrai même si les racines ne 
sont pas réelles. 
Nous appellerons toujours ces quatre racines r,, 72, 73, 7,, et nous 


aurons les relations 
T1 T3 — rer, i be 


2. Placons-nous dans le cas où ces quatre racines sont distinctes. 
Soient r et 7 deux d’entre elles, non inverses l’une de l’autre. Le 
système d’équations en w,, &,, &,, ®,, 


PG); 0 + A0) + A3 04 + A0), 
OL 0,03 + bo2+ 6303+ b, 0, 
TO3— C104 + CoG2 + C3 + CL, 
ro di + dos + d;03+ dus, 


admet au moins une solution non nulle: il en est de même du 
système | 

1! Uy = Gy, Vy + dede + A3U3+ AU, 

r've= bv, + bavs + bav, + dy, 

TU Ci di + Ca Vo + CU + Cote, 

r'u,= d,v, + div, + div; + div, 


où les inconnues sont v,, vs, v,, v,. Pour les solutions de ces systèmes, 
on à | 
rr'[(ov hs + (@Y )ox ] = (ov)i3 + (ou )a; 


3 
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par suile, comme 77’ n’est pas égal à un, 
(wv)i3 + (@v)o, = 0. 
Alors, par la transformation (T) correspondante, le point 
L = (ia, Ta (0) )os, T3 (0 )13, Ti (0215, Ls = (Wv)s, 


a ses coordonnées homogènes multipliées par 77’ : il ne change pas; 
c’est un point double de cette transformation (T). 

Ce procédé ne fait correspondre à r et ar’ qu’un seul point double 
de la transformation (T) : car, si l’un des systèmes qui donnent w,, w., 
Ms, M, et U,, Uo, V3, U, admettait deux solutions distinctes, c’est-à-dire 
non composées de nombres proportionnels, r,, 7,, 73, 7, ne seraient 
pas distincts. En prenant de toutes les façons possibles deux racines 
non inverses, nous obtenons ainsi quatre points doubles distincts, car les 
produits r,r,, 7,74, rors, 737, ‘sont distincts, du moins si aucun d’eux 
n’égale moins un. 

L’équation en s du cinquième degré : 


(ab)i2—s (ab)o, 2(ab)is (ab) (ab)s, 
(bc),  (bchs—s 2(bc)s3 (be )1s (be )ss 
(2) (ac )1o (aC )os 2(ac)i3—1—s (ac), (ac )sr — 0 
(ad), (ad)25 2(ad);3 (ad), —s (ad), 
(cd), (cd)os 2(cd)13 (cdi (cd), —s 


admet donc les quatre racines distinctes r,r,, rir,, rors, rar. On 
démontre d’ailleurs facilement, comme on l’a fait pour l'équation (1), 
qu’elle est réciproque et admet encore la racine un. Nous avons ainsi 
ses cinq racines quand r,, r,, 73, r, sont distincts, et que deux de ces 
nombres ne sont pas opposés; mais alors, les coefficients de l’équa- 
tion (2) sont égaux aux fonctions symétriques de ces cinq nombres 
toutes les fois qu’un certain polynome en @;, b;, c;, di n’est pas nul; 
l'égalité a donc toujours lieu, et les cinq racines ont toujours ces 
valeurs. 

“Si aucun des nombres 7,75, 747» T2735 rar, N'est égal à 1, la trans- 
formation (T) a donc au moins quatre, au plus cinq points doubles. 
Mais, en général, à la racine wn ne correspond aucun point double, 
comme on le voit par la transformation S, : les valeurs trouvées ne 


268 GEORGES GIRAUD. 


satisfont pas à la condition æ,æ; + x,%&,+ x?= 0; donc, en général, 
les transformations (T) ont quatre points doubles, et quatre seulement. 


3. Si l’on a un point double de la transformation (T), on peut trouver 
directement les racines de l’équation (1) qui lui correspondent; si le 
point est à distance finie, ce sont les racines de l'équation 


at gas + hay—s a,+ hast g'a, 
b,+ gb3+ hb, b,+hb;+ g'b,—s 


= 0, 


où g, 4, g’ sont les coordonnées du point double. En effet, soient r 
et r' les racines de cette équation; prenons w, et w, non nuls ensemble 


et tels que 
ro, = (@,+ ga3 + ha,)o,+ (a,4- ha;+ g'a,) or, 


ro = (b,+ gb3+ hb,)w,+ (b.+ hbs+ g'b,)o23 


prenons de même v, et v, non nuls ensemble et tels que 


r'u=(a;+ ga;+ ha,)v,+ (a.+ ha;+ g'a,)v,. 


= (bi + gb3+ hb,)vy+ (Da + hb3+ g'b,)v». 


Posons ensuite 
É O3 = Lo + AG, U3 LU, + hog, 


w,— ho, + g'o, U, = hy + g'u; 


alors, par la transformation (S), w,, w,, w,, w, sont multipliés par 7, 
et u,, Vo, U3, U, par’; ret’ sont donc bien les racines cherchées. 


4. Il est facile de conclure de ce qui précède que la nature des points 
doubles doit dépendre de la nature desracinesr,,r,,r,,r,. Nous sommes 
amenés à classer les transformations (S) et(T) en divers types, suivant 
la nature de ces racines. 

Ces types seront au nombre de dix : 


Premier type. — r,,r,,r;,, 7, réels et distincts. 


Deuvième type. — r, et r, réels et distincts; r, etr, imaginaires con- 
jugués. 


Troisième type. — r, et r, imaginaires conjugués; r, et r, aussi, et 
distincts der, etr,.. 
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Quatrième type. — r, et r, imaginaires conjugués; r, et 7, aussi, et 
distincts de r, et r,. 


Cinquième type. — r, et r, égaux et réels, et distincts de r, et r,. 

Sirième type. — r, etr, égaux et imaginaires. 

Septième type. — r, et r, égaux; r, et r, réels et distincts. 
_Huitième type. — r, etr, égaux; r, et r, imaginaires conjugués. 

Neusième type. — r,etr, égaux à un;r,etr,, à moins ee 

Divième type. — r,, r,r,,r, égaux. 


On reconnaît immédiatement que toute substitution (S) appartient 
à l’un de ces dix types, et à un seul. 

L'objet de l’étude qu’on va faire va être d’étudier la nature des points 
doubles des substitutions de chaque type, c’est-à-dire de voir auxquels 
des six domaines (I), (I’), (II), (HI), (III’) et (IV) ils appartiennent; 
de voir si le groupe des puissances de la transformation est discon- 
tinu, et, s'il l’est, de voir l’effet des puissances de cette transformation 
sur un point quelconque; enfin, de ramener les substitutions de 
chaque type à une ou plusieurs formes simples, en les transformant 
par des substitutions convenablement choisies. C’est d’ailleurs ce 
‘dernier point que nous traiterons d’abord dans chaque type; il nous 
permettra de répondre facilement aux autres questions; de plus, il 
nous permettra d'achever la classification dont la distinction en dix 
types est le commencement. | 


5. Avant de commencer cette étude, remarquons qu’il existe une 
substitution (S) dont les éléments de la première ligne ont des valeurs 
données : nous avons même vu une proposition plus étendue, rela- 
tive à deux lignes ou à deux colonnes (Chap. I, § I, 8). Mais il nous 
sera utile pour la suite d’avoir une telle substitution ayant certains 
éléments nuls; lès tableaux suivants jouiront des propriétés qui nous 
serviront. | is 3s 

Soient a,, as, a,, a, les éléments de la première ligne ; si d’abord a, a, 


* 
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n'est pas nul, nous aurons le tableau : 


Qa, Gy Gs & 
I I 

Aa — — 0 
a, €: 
I 

Oto" ==" ho 
a 


0, 4j 0: a; 


Si, au lieu de a,a,, on suppose non nulle l’une des quantités a, a,, 
yd, d;3@,, On se ramène au cas de a,a, Zo en multipliant a gauche 
la transformation cherchée par 


S;S; si CALE 0; 
Se si 243 0; 
S, si 434,70. 


Si ces quantités sont toutes nulles, mais si l’une au moins des quan- 
tités a,, a, ne l’est pas, la réponse est fournie par le tableau : 


\ 


ij Oma nO 
ORNE ON 0 

? 
éy 6° co 


16) 0190 I 


avec la condition (ac),, =1; si c’est l’une au moins des quantités a, 
a, qui n’est pes nulle, on se ramène au cas précédent en multipliant à 
gauche par S;. 

Si, au lieu de se donner les éléments de la première ligne, on se 
donnait ceux de la deuxième, de la troisième, ou de la quatrième, on 
se ramènerait au cas qui vient d’être traité en multipliant à droite 
la transformation cherchée par S;, 5, OÙ S;S,'S,S,8,, suivant le cas. 

Tout ceci reste vrai même si l’on ne suppose pas avoir affaire à des 
substitutions réelles. 


II. — Premier type. 


Lr,n,r,,r,sontréels et distincts. Il existe alors des nombres m,, 
m,, M4, M, réels et non tous nuls, tels que la transformation (S) consi- 
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dérée donne lieu à l’identité 
(3)  m,2, + m,2, + m,Q,+ m,2,— r, (MIO + Mao + M303-+ Mo). 
Soit 
Ti ig. LT 
Ni ae Dr 


P1 Pa Ps Pr 
Gi Ga EE 


(4) 


une substitution (S) de première ligne m,, m,, m,, m,. Posons 


Ty = MO, + M0 + M3 6)3+ MO 
Ty = Nyy + No W.+ N303+ N,W,, 
T3— Pi + Pao+ P3O3+ Pi, 
= Got Got Jaws qi; 


faisons de la même façon correspondre aux variables Q,, Q,, Q,, Q, de 
nouvelles variables IT,, IL, IL,, Il,. Les variables IT,, IL, IL, Il, sont 
alors des transformées de x,, %:, 7, =, par une substitution (S), qui 
est la transformée de la substitution donnée par la substitution (4). Or, 
en tenant compte de l'identité (3) et des relations entre les coefficients, 
on voit que cette substitution transformée est de la forme 


HD OO 


(5) Bi Be 4 6, 
Pier Ha es i/s 
Dar. Of © 4 


Mais il existe aussi des nombres réels p°, p,, p,, p, non tous nuls tels 
que | 
(6) PL+pilb+pill+pill= 73 (PiTi + Pate + Pats + Pam); 
et même, p, n’est pas nul; en effetp’, p,, p,, p, Sont donnés par les 


équations , 
(ri— rs) pi + Bi Ps + Y1P3 + Pi 0; 


(Ba— 73) Po + Ya P3 + 92 Pa = 0) 
By Pot Ya Ps + (di — 7's) Pa = 93 


si donc (B,—r,)(d,— 7s) — 8,0, n’est pas nul, p, ne sera sûrement 
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pas nul non plus; si cette quantité était nulle, c’est que l’une des 
racines r, et r, serait égale àr,, ce qui est contre l'hypothèse. Donc p, 


n’est pas nul. 

Nous pouvons alors faire de p’,, Py, Py» p, la troisième ligne d'une 
substitution (S); et, d'après ce que nous avons vu (I, 5), nous pouvons 
faire en sorte que la première ligne de cette substitution soit 


Ps 
En transformant la substitution (5) par cette nouvelle substitution, 
nous la mettons sous la forme 


B, o B, 
O O T3 O 
Oo do Oo À 


Les racines de l’équation 
(B.—s)(d,—s) — Bird — 0 


sont r, et r,. Il est donc évident qu’en transformant par une nouvelle 
substitution de la forme 


Oi ins ni 
) 

AE 

W LA 

Og Oi Pa 


on arrivera à la substitution 


Oro, 0010 
LR 


(7) 
2 0 AO 
Donc, en transformant convenablement une substitution (S) du 


premier type, on peut la mettre sous la forme (7), que nous nomme- 
rons forme canonique des substitutions du premier type. 
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2. Quels sont maintenant les domaines auxquels appartiennent les 
points doubles des transformations (T) du premier type? La transfor- 
mation (T) qui correspond à la transformation (7), et que nous nom- 
merons aussi transformation de la forme canonique, est 


Xi rire, 
Xo= 1213p, 
>, X35 
X= Ly, 
X= 3, ds, 
les points doubles serontau nombre de quatre sitous les nombresr,7r., 


Pal lila 737, sont distincts, c’est-à-dire si aucun d’eux n’est égal a 
moins un; ce sont les points 


&; —41. ig) Oa, =; — 0" 
Le — 1, Li=L3= XL, = T3 — 0; 
Ty 1, Didi Le = Ty = 04 
Ts —1, Ly—= Lo = La = Li —= O. 


Ces points doubles sont tous réels. Supposons maintenant que 7,7, soit 
égal à moins un; alors on a aussi 


Ti—= — l'a lol — 1. 
Aux cites r, et r, correspond encore le point double 
Li, La Lay Li T3 0; 
aux racines r, et r, correspond le point double 
R= Dias Los Ogee = 0; 
si maintenant nous faisons 


X;=-- x; HS TR 2 93 4, 0 


nous trouvons 
. DS an 25 — 0) 


æ, et x, restant arbitraires; mais comme 


9 
Li Lys + Loi + Ly — 0; 
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nous voyons que l’une ou l’autre des variables x, ou a, doit être ay 
l’autre peut être prise égale à un; nous retrouvons ainsi les quatre 
mêmes points doubles que dans le premier cas. 

Done, toute substitution (T) du premier type admet quatre points 
doubles et quatre seulement; ces points doubles sont réels. 

Si 7,, To, rs, 7, étaient distincts mais non tous réels, on pourrait 
refaire le méme raisonnement, en transformant par des substitutions a 
coefficients complexes : on mettrait encore la substitution sous la 
forme (7); on en conclurait, comme on vient de le faire, que, toutes les 
fois que r,, r, ra, r, sont distincts, la substitution (T) admet quatre points 
doubles, et quatre seulement. 


3. Considérons maintenant le groupe formé par une substitution du 
premier type et ses puissances positives ou négatives ; étudions l’en- 


semble formé par un point et ses transformés par les substitutions du 


groupe. 
La puissance n de la transformation (7) est 


PSG Xe mis X3 Lee X, a CRE 


E n Th, lf pedB xy TB, al Sm tpl al 
Vy Tg Ti lola Lo X3 r, pe rerio, 


Supposons |7,| >|7,| > 1. Si x augmente indéfiniment par valeurs 
positives, X,, X,, X;, X,, X; tendent à devenir proportionnels à 1, 0, 
0, 0, 0 : le point tend vers le premier point double; cela suppose tou- 
tefois que +, ne soit pas nul. Sia, = 0, a, n'étant pas nul, le point X,, 
X,, X;, X,, X,; tend au contraire vers le troisième point double x, —1, 
2, = 2, = ©, = X= 0. Si maintenant x, et x, sont tous deux nuls, la 


relation 
Ly, ls + LoL, + x3 —0 


montre que +, l’est aussi; si æ, n’est pas nul aussi, le point limite est 
le second point double; si x, est nul aussi, c "éstquét,, di Tee 
est le quatrième point double, qui ne change pas. 


Si n augmente indéfiniment par valeurs négatives, le point limite 


est le quatrième point double si x, 0; le second si 7, = 0, x, 0; 
le troisième sit, = x,=#,=0, x, + 0; enfin, le premier point double 
est son propre point limite, 
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Nous voyons donc que cette transformation (T) et ses puissances 
forment un groupe discontinu pour tous les points de l’espace, sauf 
pour les quatre points doubles; il en est ainsi pour toute transfor- 
mation (T) du premier type dont les valeurs absolues des racines Cire 
rs, r, sont toutes distinctes. 

Si maintenant ces valeurs absolues ne sont pas distinctes, soit 


bral Sere | Se 16 


alors r,— —r,, puisque r, et 7, sont différents. Alors la transfor- 
mation canonique a pour n°" puissance : 


ni nr CR STE X, = X; 
era nr a, ay Ce, (ira 


Sin augmente indéfiniment par valeurs positives, et six, n’est pas nul, 
le point limite est le premier point double; si x, = 0, x, et x, n’étant 
pas nuls ensemble, le point X,, X,, X,, X,, X, oscille vers deux points 
limites, situés tous deux sur la variété æ, = x; = 0; ces deux points 
limites se confondent si l’un d’eux est double et dans ce cas seulement; 
si enfin 7, = 2, = x, = æ,=—= 0, on est au dernier point double, qui 
est son propre point limite. Pour les puissances négatives, on a un 
résultat analogue, mais les rôles du premier et du quatrième point 
double sont intervertis. 

Ainsi, dans ce cas, le groupe est discontinu pour tous les points de 
l’espace, sauf les quatre points doubles et la variété x, =x, = 0: cette 
variété n’a d’ailleurs aucun point dans les domaines (1) et (I’). Pour 
les transformations (T) de cette sorte qui ne seraient pas sous la forme 
canonique, la variété æ, = x, =o estremplacée par une autre, mais qui 
n’a non plus aucun point dans les domaines (1) et (I’). 

De même, pour toutes les substitutions du premier type, on peut 
remarquer que les variétés qui correspondent à æ,— 0 ou à æ;,—0 
n’ont aucun point dans les domaines (I) et (I’) et que celles qui corres- 
pondent à v,=2,=27,=0 ou à æ, = x, = «= 0 sont tout entières 
situées dans les domaines (III), (I) et (IV). 
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III. — Deuxième type. 


1. r, et r, sont réels et distincts; r, et r, sont imaginaires conjugués ; 
comme r,r, = 1, ces deux dernières racines ont alors un pour valeur 


absolue. 
-En transformant une substitution du deuxième type par une substi- 


tution (S) convenable, on voit, comme pour le premier type, qu'on 
peut la mettre sous la forme 


PS) OM OMR O 


(8) 


o +0 T0 
O be) 0. Va, 


Les racines de l’équation en s 
(B2— 5) (à, —s) —B, d= 0 


sont r, et r,. Il existe deux nombres complexes a et b, non nuls 
ensemble, tels que la transformation 


X=f.r+ By, 


(9) Y=O2+ a7 


donne lieu a l’identité 
aX+bY=r,(axr+ by); 
si alors a, et b, sont les conjugués de a et b, on a aussi 
aX+hY¥=r,(ax+ by). 


a et 6 ne sont déterminés qu'à un facteur près; si on les multiplie par 
un. même facteur, le nombre réel (ab, — a,b) est multiplié par le. 
carré de la valeur absolue de ce facteur; nous pouvons supposer 
que t(aby — a,b) est positif; si cela n’avait pas lieu, nous n’aurions. 
qu’à échanger les racines r, et r,, et il le deviendrait; alors, en multi- 


pliant a et b par un même facteur, nous pouvons le rendre égal à ~. 
| 2 


\ 
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Posons alors 


oe hea e+ {hEb)y, 0S. (a+a)X + (b-- 6,)Y, 
nier db by, . Va i(a—a,)X —w(b= b,)Y; 


la transformation (9) s’écrit alors 
U=ucosg—¢ sing, 
V=usino+ ecosg, 
en posant Jr 
ty = cosg + ising, “Ty= cosg=— Tsing; 
alors, en transformant la substitution (8) par 


L Qi Le) mo 


: 0 a+ & fe) b+ by 
Be à re 0 Tour 4 o d 


eae = de) o —i1(b—6,) 


qui est aussi une substitution (S) à coefficients réels, on la met sous 
la forme 


| ry o re) fo} | 
oO cos o —sin 
(io) , or à Is 
AIR ARE fa) (o) 3 fo) 
Aaa 0.29 2 aul l2ihco site! o::°:cos9 


que nous appellerons forme canonique des substitutions du deuxième 
type. 

La démonstration met en évidence ce fait qu’on ne peut pas mettre 
la transformation sous la forme analogue à (10), mais où 9 est ODN a: 
par — D, c’est-à-dire où 7, et r, sont échangées. | 


2. Cherchons les points doubles; la transformation (T) s’écrit 


bene YX SS: rit cOS@ — ry, a sing,! 
; X,= 732%. COSO + rs 2s.8iNg,, 
X;= Las; Set 
X,= r,x,sing+7r,2, cosa, 


tide tic Xp — rye, Sing + rss C089. 


- 
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Nous trouvons immédiatement les quatre points doubles, qui sont : 


BS hs TS Oy 449, Li = —i, ME" Fos: 
MIE Ts= 0) LGjÆ 0, ser M = GS 
Hero) La ls T3 6. Li — no, De A ae 
Li—0. Ti, T3 — 0, Li 00; Ls—=— Le 


Ils sont tous les quatre imaginaires, deux à deux conjugués; deux 
sont dans le domaine (III), et les deux autres dans le domaine (III’). 
Il en est donc ainsi pour toutes les substitutions du second type. 


3. Cherchons maintenant l’effet des puissances de la transformation 
sur un point quelconque. La puissance 7 de la transformation (T) peut 
s’écrire 


x ae X, Jae X; 
ria, cosngo—rix,sinng ryx2,cosng+ryzssinng 2; 
aM ER 
rer, SiNNO+r{L,COSNO —rzr,Sinng+rzz,cosng 
Supposons 
Leg = 


Siz augmente indéfiniment par valeurs positives, les rapports de X,, 
X,, X; à la plus grande en valeur absolue des variables X, et X, tendent 
vers zéro, à condition que a, et æ, ne soient pas nuls ensemble. Quant 


au rapport 
X,_ a, sinng + 2, cosng. 
X4 æ,cosnp—x, sinng’ 


si 9 est commensurable avec x, il ne prend qu’un nombre fini de 
valeurs, savoir g valeurs si 


p et g étant des entiers premiers entre eux; le point X,, X,, X,, X,,X, 
tend donc alors vers g points limites, tous situés sur la variété 


XL, —= L3—=—2X5=0; 


ces g points sont distincts sauf si l’un d’eux est un point double : alors 
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ils sont tous confondus. Si, au contraire, o est incommensurable 


avec x, le rapport précédent peut s’approcher autant qu’on veut d’une 
quelconque des valeurs du rapport 


æ\ Sin 0 + x, cos@ 
SS. Sy eee 
x, cosd — x, sind 


0 prenant toutes les valeurs de o à 27; le DO EX EX ax hy ks Se 
rapproche donc indéfiniment de la variété x, = x, = +, — 0, et il peut 
devenir aussi voisin qu’on veut de n'importe quel point d’une certaine 
variété à une dimension, située sur la variété x; = x, =x;—0o;iln'ya 
exception que si l’un de ces points limites est un point double, alors 
tous les autres sont aussi confondus avec ce point double. 

Si maintenant a, et æ,, et par suite æ,, sont nuls, æ, et a; ne sont 
pas nuls ensemble; alors, si 9 est commensurable avec 7, le point X,, 
X,, X;, X,, X, occupe le nombre fini g de positions sur la variété 


C= 25 Li O0! 


si o est incommensurable avec +, il occupe une infinité de positions, 
qui forment un ensemble dense sur une certaine variété à une dimen- 
sion située sur æ, = x, = x, == 0; dans les deux cas, il n’y a exception 
que si le point x,, æ,, æ,, æ,, x; est un point double : la position 
occupée est alors unique. 

Pour les puissances négatives, on a un résultat semblable, mais les 


roles des deux variétés 
T3 — LE 3 — Ls — Oo 


et 


Ba La Le =O 
sont échangés. 

Ainsi, le groupe est discontinu sauf pour les points de ces deux 
variétés, qui sont entièrement situées dans les domaines (III), (IT) 
et (IV), et n’ont aucun point commun. Pour une transformation quel- 
conque du second type, ces variétés ne sont plus les mêmes, mais 
gardent cette disposition. 


IV. — Troisième type. 


1. Dans ce type, r, et r,; sont imaginaires conjugués, et r, et r, aussi; 
de plus, r, et r, sont distincts der, et r;: 
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- Il résulte de là que toutes les racines 7,, 72, rs, 7, ont pour valeur 
absolue l’unité. | 

Nous avons déjà vu, à propos du premier type, qu'en transformant 
la substitution donnée par la substitution (S) 


m, M M M 
Ny No Ne Ny, 
L 


Pi P2 Ps Ps 
dis Gat 7s Pe 


à coefficients complexes, nous pouvons la mettre sous la forme (7). 
Alors il existe un nombre complexe A tel que 


é Pi=Amy, Pa= Amp, P3=Amyg, Pr=AmMo, 


l’indice zéro ajouté à une lettre servant a désigner le nombre conjugué 
de celui que représente cette lettre. À est d’ailleurs purement imagi- 
naire, car ; 
(mp )is+ (mpu=t. 


En transformant à nouveau par 


eo 4 10 
À 
0 I Oo [e] 
À J x 
—— 0 — o 
2 2 
Oo Oo oO I 
on mettra la substitution sous la forme 
mtr ry— 
1 3 SugsT l'a d 
2 À 
o rs fe) 0 
pear re— Te ; 
<3 1 3) x 1 LE 
2 
() 0 0 ri 


mais la substitution par laquelle on a, à présent, transformé la substi- 


tution donnée, a sa première et sa troisième ligne formées d'éléments 
réels. A SU 
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Opérons de mème sur n,, 2, 3, M45 Qi, Jos Ja Qi: NOUS voyons que, 
en la transformant par une substitution (S) à coefficients réels, nous 
pouvons mettre la transformation proposée sous la forme 


| Bal O ds 0 
ne B o B, 

VAE Ou Vs 10 
| Os 0. Oy 


en opérant maintenant sur la première et la troisième ligne de ce 
tableau, puis sur la deuxiéme et la quatriéme, comme nous avons fait 
sur la deuxième et la quatrième à propos du deuxième type, nous 
parvenons à mettre la substitution proposée sous la forme 


cosp oO —singo 0) 
O - cos fo) — sin 
(11) i Sth : 
sing o cos? 0 
o sind () cosy 


c’est la forme canonique des substitutions du troisième type. Les nombres 
4; Ta l'as Tr, ont pour valeur 


li COS + esing, r,—=cos) +isiny, 
r3= COS — ising, r,=cos) — ising. 


La démonstration employée montre qu’on peut échanger les angles 
o et ) : on a encore une substitution transformée de la substitution 
donnée; mais on ne peut changer 9 en —+, ni Yen — bv. 


2. Cherchons les points doubles; le plus simple, pour les trouver, 
est d’appliquer la méthode donnée au commencement de ce Chapitre. 
On trouve ainsi les points 


Pl, Va 1, 0) Li 1, Li; 
Lys Ti — À, T3— 0, a= 1, Ts ——1; 
y= I; Ti=— T3 — 0; Ti = — b, CAE AN 
T1, Ti |, SRG) Li 2, sn D: 


: « . . . . , 7 9 
Ces points sont deux a deux imaginaires conjugués; l’un est dans 
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le domaine (I), son conjugué dans le domaine (I’), les deux derniers 
dans le domaine (II). 

Cette disposition des points doubles nous montre de nouveau qu'il 
est impossible, pour arriver a la forme canonique, d’echanger r, et 7s, 
GU 7 Otitis 


3. Considérons le groupe des puissances de la transformation; la 
puissance » de la transformation (11) s’obtient en remplaçant 9 par 
no et Ÿ par ny. Sig ou Ÿ est incommensurable avec 5, aucune puis- 
sance de la transformation (11) ne se réduit à la transformation 
unité. Le groupe n’est alors discontinu pour aucun point de l'espace. 
En effet, la transformation (T) a pour équations 


Xi= a, cosocosl) + >, sing cosŸ — x, coso sinŸ + x; sing sin, 

X,=— a, sing cos)+ 2, coso cos) + x, sing sinl + x; cosg sin, 
\ X;= 2&3, 

X,= æ,coso sind + >, sing sind + x, cose cosy — x, sing cosy, 

X;= 2, sing sind — x, coso sind + x, sing cos) + x, cosy cosy. 


Nous voyons qu’en prenant ¢ et Ÿ suffisamment voisins de zéro, un 
point æ,, %, &3, &,, x; quelconque est changé en un point aussi 
voisin qu'on veut. Ici © et Ÿ nous sont donnés; mais, pour la puis- 
sance 2°"° de la transformation, 9 et Ÿ sont remplacés par ng et nb, 
qu'on peut naturellement augmenter d’un multiple quelconque de 27; 
or, on peut trouver trois entiers n, h, & tels que, € étant un nombre 
positif donné quelconque, on ait | 


Jno +anrh|<e, 
land +anrk|<e; 


pour cette transformation, les angles qui remplacent + et 4 sont infé- 
rieurs à ¢ en valeur absolue; comme « est arbitraire, notre proposition 
est démontrée. 

Si maintenant + et } sont commensurables avec +, le groupe des 
puissances de la transformation (11) est un groupe fini. Si l’on pose 


pane = 
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P, p,q, 7 étant des entiers dont les deux derniers sont positifs, et 
pet g étant premiers entre eux, ainsi que p’ et g', le nombre des trans- 
formations du groupe sera le plus petit commun multiple de g et de g' 


4 / 
ou le double de ce nombre suivant que PTT, où 6 est le plus 


grand commun diviseur de g et de q’, est pair ou impair. 
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que le groupe des 
puissances d’une transformation du troisième type soit discontinu 


pour quelque point de l’espace est que © et Y soient commensurables 
avec 7; ce groupe est alors fini. 


V. — Quatrième type. 


1. Dans ce type, 7, et r, sont imaginaires conjugués; il en est de 
même de r, et de r,, qui sont distincts de r, et de r,. Il résulte de la 
que la valeur absolue d’aucun de ces nombres n’est égale à un. 

Comme nous l'avons vu à propos du premier type, il y a une 
substitution (S), à coefficients complexes, 


Mi Ms Ms M, 
Mm Mo Me M 
Py APs Ps Ps 
4 92 Ws 


’ 


telle que, si l’on transforme la substitution donnée par celle-ci, la 
transformée soit de la forme (7). 

Les coefficients n,, n,, n,, n, sont égaux aux conjugués de 
m,, Mz, M3, m, multipliés par un même nombre A; mais, en transfor- 
mant de nouveau par 


00 


o oO 
’ 
I O | 
OK 
nous ne changeons pas la transformée; seulement 7,, n,, M3, n, sont 


remplacés par les conjugués de m,, m,, M3, M : nous supposerons 
donc que n,, n;, ns, m, sont les conjugués dem, Mx, Ms, Ma. 


a 
© bat 
oo Em © 


oO 
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Les coefficients qi, 92 Ys» Qs Sont égaux aux conjugués de 
Pis Pas Pas Ps multipliés par un même nombre 4. Donc (nq )13 + (ag)as 
est égal au conjugué de (mp),, + (mp), multiplié par wu; mais ces 
deux nombres sont égaux à un; done u = 1. 


Posons 
r,= r (coso +ising), 
rer (cosg —Zsing), 
r;=r/(cosp — sing), 
r,=r'(coso +isiny), 


retr’ étant deux nombres positifs tels que 77’ soit égal à un. 
Transformons de nouveau par 


aaa bl | 

— fey t 
ees oe 

TE ce 
CT 

Ca ae EN 


la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution 
donnée est maintenant réelle ; la transformée est 


r'cos® —7r sin où 0 
ee r sing rcoso 0 0 
12 : SU 
0 o r'cos® —7r'siny 
0 o r’ sing r' cos@ 


c’est la forme canonique des substitutions du quatriéme type. 


2. En appliquant la méthode donnée au commencement du Chapitre, 
nous trouvons les quatre points doubles : 


Li; ere, Lei) Ci NN S05 
pst, La = — À, Cane, Ty = — À, = Os 
Dial Ce Be 03 


TZ Li= dy a= 0, TL» 
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Deux d’entre eux sont réels; les deux autres sont imaginaires con- 
jugués et situés dans le domaine (II). 


3. La puissance n de la transformation (T) qui correspond à la 
substitution (12) est 


X, = X> 
TU; Ta COS*NY + 2273 SIN RG COSNY — x, Sin?ng 
~~ X; 
— I Ske A eee CR 
La SIN NO COSNG + L; COS2NG— 4X, SiNNgCOSNO 
a *, six 
— La SiN?n9 + 24%;S8iINNYCOSNY + x, COS RE EE 


Supposons r > 1. Sin augmente indéfiniment par valeurs positives, 
et si a, n’est pas nul, le point limite est le troisième point double. Si 
-æ, =0,etsix,, x; et x, ne sont pas nuls ensemble, les points X,, Xo, 
X,, X,, X; se rapprochent indéfiniment de la variété æ, = æ, — 0, qui 
porte les deux premiers points doubles. Pour savoir de quels points 
de cette variété ils se rapprochent, remarquons que l’on a 


Let + Hi —=0; 


par suite, il y a des nombres z et £ tels que 


Een Ta— — st, o=—F; 


si Z et T sont les transformés de z et ¢, on aura 


Z = T 
zcosng—tsinno ssinno+tcosnrg 


Si donc l’un des points limites de X,, X,, X;, X,, X;, pour un point 
initial donné, est un des deux premiers points doubles, il n’y a pas 
d’autre point limite; dans le cas contraire, ily a un nombre fini de 
points limites si 9 est commensurable avec z, et une infinité dépendant 
d’un paramètre si 9 est incommensurable avec x. 

Si enfin x, = x, =x, =X, =0, nous sommes au quatrième point 


double. | 
- Pour les puissances négatives, On à un résultat analogue, mais les 
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rôles des deux points doubles réels sont échangés, et la variété x, = 0 
est remplacée par la variété x, = 0. 

Les variétés æ, =o et 2, =o sont situées dans les domaines (II), 
(IIL), CH) et (IV); leur intersection x, = æ, = 0 est située dans les 
domaines (II) et (IV). 

Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la va- 
riété æ, = x, =0 et pour les points doubles. 


VI. — Cinquiéme type. 


1. Dans ce type, 7, etr, sont égaux et réels; rs et 7,, qui sont aussi 
égaux et réels, sont distincts de r,. Il en résulte que la valeur absolue 
a aucun de ces nombres n’est égale à un. 

Nous pouvons d’abord, comme pour le premier type, ramener toute 
substitution de ce type à la forme 


iy CO RO RO 


re 3) B, B. Lo B 
Vim CRUE 
Oy 02 Le) Oy 


Il existe quatre nombres réels m, n, p, q tels que cette substitution 
(13) donne lieu à l’identité 


m, + 2Q,+ pQ;+ gQ,=7r3(mo,+ Nws+ PO3+ qu). 


On peut supposer que p ou q n’est pas nul; car, s’ils étaient nuls 
tous deux, 7 ne le serait pas, et, en transformant par 


1 oe as) oO 
OM ON OT 
OFF Or. Oo , 
Lo DNS 4 à: oO 


on aurait encore une transformée de la forme (13), mais g ne serait 
pas nul. 


Supposons d’abord p 4 0; alors le raisonnement fait pour le pre- 
mier type est de tout ern applicable; nous pouvons mettre notre 
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substitution sous la forme 

LAN 

O 

(14) 
O 


O 


O 
O 
[e) 


la 


qui estla première forme canonique des substitutions du cinquième type. 
Si maintenant nous supposons p —0, g4 0, nous pouvons trouver 
une substitution (S) dont les coefficients de la quatrième ligne sont 


ON ’ I 
m,n, p, 7, ceux de la première étant 7 0, 0, 03 ce sera 


o i= 


(15) 


O» 


Q|- 


() 
ce) 
7 
0) 


| 
ONE 
js 


3 


i 


transformons la substitution (13) par la substitution (15); en tenant 
compte des relations eutre les coefficients, nous trouvons pour trans- 
formée une substitution de la forme 


{ ri 
Bi 
Y1 

ie 


Transformons encore par 


oO 


ri 


© 


_ 


© 


T3 


Ya 


T3 
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où B, et y, sont liés par la relation 
Birs+ riYs = 0. 


Si l’un des nombres B, ou y, est nul, l’autre l’est aussi, et nous 


retrouvons la première forme canonique. 
Si B, n’est pas nul, nous transformons de nouveau par 


Biron 200 
|« r; © o | 


o Oo = oO 
By 
D'Or ONRETS 


et nous aboutissons à la forme 


JT qi ae fe) 

PET ES À 0 
(16) ps 

0 O F3 —T3 

0 F0, #0 T3 


qui est la deuxième forme canonique des substitutions du cinquième type. 
Il est visible qu'une substitution du cinquième type ne peut se 
mettre que sous une seule des deux formes canoniques. Nous dirons, 
par abréviation, substitution de la première (ou deuxième) forme cano- 
nique, au lieu de substitution qui peut se mettre sous la première (ou 
la deuxième) forme canonique. Il ne pourra pas en résulter de confu- 
sion. Nous emploierons le même langage pour les types suivants. 


2. La transformation (T) correspondant à la substitution (14) est 
Air, X= 2, X3= T3, X= 2, X;= ris. 


Comme points doubles, nous avons d’abord tous les points de la 
variété à deux dimensions 
Le og =0; 


située dans les domaines (II) et (IV); de plus nous avons les deux 
points doubles isolés réels 


Ti —= 1, LTa— L3—=L,—=Lj—=0O; 


X= Le — X3— Ty, —O, Ts =1. 
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3. La puissance » de la transformation est 


Mes 2 Me ne Ke Le 


2 > — on … 
moe Le FR Ty re ee 


Supposons |7,| > 1. Si 2 augmente indéfiniment par valeurs posi- 
tives, le point limite est le premier point double isolé, à moins que le 
point x,, xy, ©, Li, x; ne soit sur la variété æ, =o, entièrement 
située dans les domaines (II), (III), (III’) et (IV). Si a,=0, a, 
x, et x, n'étant pas nuls ensemble, on a comme point limite un point 
de layarieté double. Enfin, sw, = 2,2, 2, =o, c’est qu'on 
estau deuxième point double isolé. 

Pour les puissances négatives, le résultat est analogue. 


Le groupe des puissances de la transformation est donc discontinu, 
sauf pour les points doubles. 


4. Passons maintenant à la transformatiou (T ) correspondant à la 
substitution (16); c’est à 
Nr Nee Tito yy X= ds, X,= 2: ba ere 

Comme premier point double, nous avons le point réel 

Pal; Ci li Li f= 0, 


qui correspond aux deux couples de racines confondus r,, 7; et 7,, 74; 
ensuite, nous avons les deux points réels 
Pie De ND Ty LES Os 


TE — I, Lp By == Ba — y 05 


en tout, trois points doubles. 


5. Le groupe des puissances de la transformation a pour transfor- 
mation générale 


aS Le X; X, Dar X; 


rae, Mir oNTs "DZ, Zz, — NT Se ors AS 
Supposons encore |r,| > 1; siz augmente indéfiniment par valeurs 
positives, le point limite est le deuxième point double si x, #0; le 
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premier, si æ, = 0, 2, æ, et æ, n'étant pas nuls ensemble; le troi- 
sième point double, enfin, est son propre point limite. Pour les puis- 
sances négatives, le résultat est analogue. Ce groupe est donc discon- 
tinu, sauf pour les point doubles. 


VII. —. Sixiéme type. 


1. Les nombres 7, et r, sont ici égaux et imaginaires; 7; et 7, sont 
alors aussi égaux et imaginaires conjugués des précédents, et tous ces 
nombres ont l’unité pour valeur absolue. 

Ce que nous avons vu pour le cinquiéme type nous prouve que, 
par une transformation (S) imaginaire, nous pouvons mettre la 
substitution donnée sous l’une des formes 


TO Tq (Of 10 fe) 
Omer; Ta Ty NO fe) 
| re) ie ; O O Fs; —Trs3 
\e O10 ONR 7: OG} HOMO T3 


Occupons-nous d’abord de la première. Soit 


M Mo Ms M 
my Mg Ng Mm 
Pie Pee Ps hy 
Tir. Ge, ss 9s 


la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution 
donnée pour l’obtenir. Soient m,, et n,, les conjugués de m; et n;; il 
existe quatre nombres À, p, A’, a’ tels que l’on ait 


Pi= À Mio+ M Nig : 
qi N Mio+ p! nin (Rest a 34 )3 
le déterminant Ay’ — ’u. n’est d’ailleurs pas nul. Mais les relations 


(mp )is+ (Mmphu = 1, (mq)43+ (mq )o,= 0, 
(rphs+(np}hu=0,  (2g)is+( 2g) =1, 


nous prouvent immédiatement que A et p' sont purement imaginaires, 
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Transformons de nouveau par 


a b 0 

Ch Tito 
Ode ele 
0 Oo —b a 


\ 


où a, b, c, d sont assujettis à la condition 
ad — bc —=1; 


la transformée n’est pas changée. Mais, si c et d sont pris tels que 


! 
pd—ple=o, 
f 


le nombre uv. est, dans la nouvelle substitution de transformation, 
remplacé par zéro. Alors, comme 


(np)is+ (Rp = 0, 
nous voyons que 


Ni 239 — Ns Mio + No Miyg— y Mo = N10 M; M397, ++ Noy MN, — N49 Mo — 0; 
alors 


À! 
(mq)13 + (Mg ju = 5 


donc 
À!— 0. 


Nous pouvons alors traiter cette substitution comme nous avons fait 
pour le troisième type. Posons 


T1= COS9 + Using, T3 COSE — isiny; 


nous arrivons à l’une des deux formes 


cos Co) —sing-. .-0 
0 cos () — sing 
(17) 
sing (0) cosy ) 
fe) sin 9 0) cos 
cos ® 0) —sing 0) 
: 0 cos 0 sing | 
10, . ? 
os sin ) cose ) 


“oO — sing Co) cos 
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la forme (17) est la premiére forme canonique du sixième type, la 
forme (18) est la deuxième. 

Dans la forme (17), on ne peut pas changer 9 en — 9: onn ’aurait 
plus une transformée de la substitution forges. Dans la forme (18), 
ce changement est possible. 


2. Cherchons les points doubles des transformations (T) corres- 
pondantes. Pour la premiére forme, nous trouvons les points 


Li — 1, To — L, T3 — 0, Ti, —— 1, Li = AS 


ot, La = — I, C0, dr ET Ts —=—1; 


ils sont imaginaires conjugués et situés l’un dans le domaine (1), 
l’autre dans le domaine (1°); de plus, nous avons tous les CS de la 
variété à deux dimensions 


Li— Ts, La — Ly, 


qui est tout entière dans le domaine (II). 
Pour la deuxième forme, nous trouvons les points 


Me Ha UE, =, Ti Ue, Ai, 
el 
PET, La= Si VES, Li, = — 1, £1, 


qui sont imaginaires conjugués et situés dans le domaine (II); et de 
plus, les points de la variété a deux dimensions 


Li —— 23, XL,—— 2X4, 


située dans les domaines (1), (I’) et (IV). 
3. Les groupes formés par les puissances d’une de ces substitu- 
tions sont formés d'un nombre fini de substitutions si 9 est commen- 


surable avec x; dans le cas contraire, ils ne sont discontinus pour 
aucun point de l’espace. 


4. Supposons maintenant que, par une transformation imaginaire, 
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on ait mis la transformation donnée sous la forme 


Fi Opa © fe) 

iy dh 8 Ce) 

oe Or. ars 
O0 oO oO T3 


nous conserverons la même notation que tout à l’heure pour la substi- 
tution de transformation. Il existe deux nombres À et x tels que 


Gi Mi, Pi=— À rio + Bio (= Reema 
Ceon a : 
(mg )is + (Mg }ui = 0; 
donc 
(19) | My Mso — Mao M3 + Mo Mio — Mao My = 0. 


On a ensuite 
(mp )i3+ (mp )o,= 13 


ceci nous donne, en tenant compte de l’équation (19), 


(20) — A (my N39 — Malo + My 0 — Mi log) =I. 
De plus, 
(ng a+ (nat 3 
par suite 
(21) — À (Mo 73 — Mao Ny + Mao Ny~— Mio 2) = 1. 


Nous voyons donc que À est égal à son conjugué; donc À est réel. 
Transformons de nouveau par 
hs 


(SL Ke) 
© 


Oo Oo 


OMR "LE 


l'AS O ra) 


R= 


la transformée n’est pas changée; mais, dans la nouvelle substitution 
de transformation, le coefficient qui remplace A est égal au quotient 
de A par a, ; nous pouvons donc faire en sorte que À soit remplacé 
par + 1. Supposons donc A= +1. 
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Nous avons aussi la relation 


; (np)13 + (np = 93 
elle peut s’écrire 
— (ny n30— Ng My + Ng Nyy — My Ngo) — (7249 Ng — Mao My + Mao Ny — Myo Ny) = 0} 
et comme, d’après l’équation (21), le coefficient de 1 est réel, nous 
voyons que est purement imaginaire. Nous pouvons donc trouver 
un nombre 8, dont le conjugué sera désigné par B,, tel que 


A(B — Bo) =p. 
Transformons alors par 

L'HOU ce) 

Jee fang De 

oo 1 —6 | 

o 9 0 I 


la forme transformée n’est encore pas changée; mais, dans la nouvelle 
substitution de transformation que nous désignerons toujours par la 
méme notation, ona | 


HA eae ee 
hacer, 
Transformons de nouveau par 
a ee ie an 
V2 2 
oy ee, 
v2 Va 
PRIE rt 
v2 V2 
tA — i 
a eS eae 


la substitution de transformation est maintenant réelle, et la trans- 
formée prend la forme 


cosg 0 o  Àsiny 
root — sing cos® = =Asing Acos@ 
—Acosp —Asing cose —sing 


—Asing ° o COS 


4 1 


we 
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où l’on a posé 


ry= COSY +1 Sin T3 COS — sino. 
? P? 3 2 


Pour A = — 1, ce sera la troisième forme canonique du sixiéme type, 
sens direct; pour À = 1, ce sera la troisiéme forme canonique, sens indi- 
rect. Les substitutions représentées sont inverses l’une de l’autre. 
Une substitution de cette sorte ne peut pas prendre à volonté la forme 
de sens direct ou la forme de sens indirect, car la démonstration met 
en évidence que le nombre A ne peut prendre qu’une seule des valeurs 
un et moins un. 


5. Les points doubles sont évidemment ici au nombre de trois, 
comme pour les substitutions analogues du cinquième type. 

Pour les trouver, on peut employer une méthode analogue à celle 
qui a été indiquée au commencement du Chapitre. Introduisons les 
nombres w,, @., w,, w,, de transformés Q,, Q,, Q,, Q,, tels que 


Oh on AU, SVs Big Syl 5 


soient encorew,, &,, ,, , des nombres de transformés Q°, Q), Q,, Q, 


tels que 
Q=r,0;+ ko;, 


k étant une constante. Nous aurons 
(QQ'),3 + (QQ' 3 = [(ow' )13 + (Woo, | 773 
comme 7° n’est pas égal à un, il en résulte que 
( 09" )13 + (0! )o, = 0. 
On constate alors que le point de coordonnées 
= (ww )19, Ty (W0)')23; L3= (ow), Li, = (wo) 15, Ts (ww), 


est un point double de la transformation. 

La racine 7, fournira de même un second point double. 

Enfin, pour le troisième point double, supposons que le point 
U,, Vo» Us, UV, soit tel que l’on ait 


Y,= rav; ben Gi 
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Y,, Y., Y;, Y, étant son transformé; on vérifie alors sur le cinquième 
type, deuxième forme, auquel tout ceci s'applique aussi, que 


(0U)43 + (ŒU)}a = 0; 


cette relation a lieu aussi ici, puisque, si l’on emploie des substitu- 
tions imaginaires, ce cas ne diffère pas de celui du cinquième type, 
deuxième forme; alors le point x,, æ,, ©, æ, correspondant est aussi 
un point double. 

Nous trouvons ainsi les trois points doubles 


Lo =]; Li —= L3—= L, — Lys — O0; 
“y= 1, T3 — 0; T3 — Ly Ty, —0, Ts — 1; 
LUS OF L3=—l, “0; Tu 


Le premier est réel, les deux derniers sont imaginaires conjugués et 
situés dans le domaine (IT). l 


6. Considérons maintenant le groupe des puissances de l’une de 
ces substitutions. La puissance 7 de la transformation directe, ou la 
puissance — 7 de la transformation indirecte, est 


cos no o 0 —sinng 
—nsinng cosng —sinng —ncosng | 

nceosno sinng cosrng —nsinnoy 

‘sinng@ o 0 cos no 


La transformation (T) s’écrit 


X 
Ti COS*NY — 2.23 SINNGY COSNY-— NX, — #; SIN? 
= Xs 
NI Le + RL, + ns 


oo X; 

| -&SINNG COSNY + #3 COS2NG + x; SiNNG cosn y 

eee Xs 

Ty  —æsintrp—2z, SINNYCOSNO + AT, + Ts COS no 


On voit que, si æ, etæ, — x, ne sont pas nuls ensemble, le point 
limite est le point double réel, que n» croisse indéfiniment par valeurs 
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NJ 


positives ou par valeurs négatives. Si l’on a simultanément 


Lb, = 0; Li = Ts 


27 


on a aussi X, —0 et X, — X, : les points transformés occupent un 
nombre fini de positions si © est commensurable avec +, une infinité 
dense sur une variété à un paramètre dans le cas contraire; il n’y a 
exception que pour les trois points doubles, qui sont tous sur la 
variété 
£30; qe De. 
Ce groupe est done discontinu sauf pour les points de la variété a 


deux dimensions x, = 0,7, =. Ces équations entrainent «* + #70; 


donc x, = + ix,. Al’exception du point double réel, tous ces points 
sont dans le domaine (II). 


VIIT. — Septième type. 


1. Ici, r, et 7, sont égaux; r, et r, sont réels et distincts. Comme 
rirs = 1, la valeur commune de r, et de r, est un ou moins un. 


En opérant comme pour le premier type, nous mettons notre sub- 
stitution sous la forme 


Bi Bs (0) 6, 
Yau oye A UE 
Cn leo, Gz 


Il existe trois nombres m,, m,, m, non tous nuls, tels qu’on ait 
Videntité 


my, Qs + MG + m,2,= ri (Mi + Mao + Mo) + kos, 


k étant une certaine constante; d’ailleurs ms n’est pas nul, car sans 
cela r, our, serait égal à r,, ce qui est contre l'hypothèse. 
Il y a donc une substitution (S) dont les coefficients de la troisième 
ligne sont 
O Wty Ms Tey, 


tandis que ceux de la premiere sont 
ee One On Os 
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En transformant par cette substitution, la transformée prend la 


forme 
ri 


oO 


Va 


Si Y, — 0, on a la substitution 


(23) 


oO 


oO 


Be 


la 


I's 


oO 


ri 


ri 


oO 


By 


qui est la première forme canonique du septième type. 
Si y, n’est pas nul, en transformant par 


À 


18) 
oO 


0 


oO 
I 


re) 


[0] 


OO 


oO >| 


oO 
oO 


I 


| 


on constate qu'on a une transformée de même forme, mais où y, est 
remplacé par son quotient par A?. On peut done choisir A de façon a 
obtenir pour transformée l’une des substitutions 


(24) 4 
ry 
[e) 
ry 
(25) : 
oO 


Le 
oO 
ne 


10) 


© 


0 
re) 
fe) 
r, 
fe) 
fe) 
fe) 
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ces deux substitutions sont inverses l’une de l'autre, à condition de 
permuter dans la seconde r, et r,, ce qui revient à la transformer par 
559,55 (Chap. I, § I, 3). La premiére-se nommera deuxième forme 
canonique des substitutions du septième type, sens direct; la substitution 
(25) sera la deuvième forme canonique, sens indirect. 


2. Quels sont les points doubles de la substitution (23), première 
forme canonique? Ce sont tous les points des deux variétés 


Leo, Ey— 0, 


BL, La — L3— 0. 


Ces variétés à deux dimensions ne se rencontrent pas et sont toutes 
deux situées dans les domaines (III), (II) et (IV). 


3. La puissance n de cette transformation est 


X: m4 AS pd X: Sou X, Pel Xe 


7 5.2 OR ae = PERS Shen 3 
err er Phy cay Oe ree Ter a, 


Si zn augmente indéfiniment par valeurs positives, et si|r,| > 1, le 
point limite est un point de la première variété de points doubles, à 
moins que le point initial n’appartienne à la deuxième variété. Sin 
augmente indéfiniment par valeurs négatives, les rôles des deux 
variétés sont échangés. Le groupe est encore discontinu, sauf pour 
ces deux variétés. 


4. Cherchons les points doubles de la deuxiéme forme canonique; 
ce sont les deux points réels 
=I, Hy = L3= LX, — Ly—0O; 


ta Cp Ti 04 — By =O, 


5. La puissance 7 de la transformation (T) correspondant à la sub- 
stitution (24) est 


Xe X, Æ X; — X, —- ee . 
FA ‘ = alt pelt a VTL pli nm pn 
PT Ti Ter FA le Da DT ee | TR Li Fr, hs 


Soit |r,| > 1. Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, le 
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point limite est le premier point double, à moins que le point initial 
n’appartienne à la variété 2,=a, =a, =0; les points de cette 
variété tendent vers le second ‘point double. Pour les puissances néga- 
tives, les rôles des points doubles sont échangés, et la variété excep- 
tionnelle devient æ, = «x, = æ, = 0; cette variété est, comme l’autre 
située dans les domaines (III), (III’) et (IV). Le groupe est discon- 
tinu, sauf pour les points doubles. 

Pour la substitution (25), les résultats sont naturellement sem- 
blables. 


IX. — Huitième type. 


1. Dans ce type, r, et r, sont égaux : leur valeur commune est 
alors +1; r, et r, sont imaginaires conjugués : leur valeur absolue 
commune est un. 

En opérant comme pour le type précédent pour les racines 7, et 75, 
et comme dans le deuxième type pour 7, et 7,, on voit tout de suite 
qu'on parvient à l’une des formes 


ri 0 0) () 

0 cos® Oo —sing 
(26) SP Me 

Oo ur ) 

o sing Oo cos 

ry fo) (0) fo) 

O cos¢9 O —sino 
(27) sy 

i AS ri Co) 

0. sing oF COS 

ri ) 0 0) 

O  Cos® o —sin 
(28) he 

— ri ce) ri fe) 


o sing Oo cose 


la forme (26) sera la première forme canonique du huitième type; la 
forme (27) sera la deuxième, sens direct, et la forme (28) la deuxième; 
sens indirect. Ces deux dernières substitutions (S), après changement 
de en —o dans l’une d'elles, sont inverses l’une de l’autre. 


2. Pour la première forme canonique, les points doubles sont ceux 
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des variétés à deux dimensions imaginaires conjuguées 


Din TT, Ls = — 12s, Ts — 0 
et 
ye hE, Li VTT: Li 0: 


la première variété est située dans les domaines (I), (II) et (IIL), la 
deuxième dans les domaines (1°), (II) et (III’). Ces deux variétés ne 
se rencontrent pas. 

Le groupe des puissances de la transformation est fini si @ est com- 
mensurable avec 7; dans le cas contraire, il est infini et discontinu 
pour tous les points de l’espace. 


3. La deuxième forme a comme points doubles 


Ti —= 0, Ds —= 1; L3== 0, Ty, = 0, HA 


EG; D, 3 =O, p= 0, Gea Us 


Le premier est dans le domaine (III), le second dans le domaine (III’). 


4. La puissance 7 de la substitution (27) s'écrit 


X, 
ria, cosng — ry x,sinng 
X: 
es nr COSNY +1} La COSNY + NTI L,SiNNG + li L; sinng 
te X, 
7 æ rea, sinng+rex,cosng 
Xs 


tae ee ee a” 
nr? x, sinng — rj ax, sinng + nr} x, COSNG + 17 Xs COSNG 


Les transformés d’un point quelconque peuvent tendre vers l’un 
des points doubles, ou en tout cas se rapprocher de la variété 
XL, = x“, =*,—=0 : pour les points qui ne tendent pas vers l’un des 
points doubles, le nombre des points limites est fini si 9 est commen- 
surable avec 7; si9 estincommensurable avec 7, les points limites sont 
tous les points d’une variété à un paramètre. Ce groupe est donc dis- 
continu, sauf pour les points de la variété æ, =a, =x, =0, située 
dans les domaines (III), (HT) et (IV). 
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X. — Neuviéme type. 


L. Ici r, et 7; sont égaux;r, et r, le sont aussi, mais sont différents 
der, etr,. L'un de ces couples est composé de racines égales à un, 
“l’autre de racines égales à moins un. Nous désignerons par r la valeur 
commune de r, et de r,; — r sera celle de r, et de r,. 

En opérant comme pour les deux types précédents, on voit tout de 
suite qu'on peut, en la transformant par une substitution (S) réelle, 
mettre toute substitution de ce type sous l’une des formes 


I o 0 fo) 
OT > 0) 

(29) er (a) r or 
O —nr o —7 


où € et 7 peuvent prendre chacun l’une des trois valeurs zéro, un ou 
moins un. D'ailleurs, si l’on transforme une de ces formes par la sub- 
stitution S; (Chap. I, SI, 3), et qu'on change ensuite 7 en —r, on 
arrive à une forme analogue à (29), mais où < et n sont échangés. On 
peut donc réduire à six le nombre des formes obtenues : 

£ = y = 0, première forme canonique ; 

E—1, y =0, deuxième forme canonique, sens drei 

é=—I, n—0, deuxième forme canonique, sens indirect; cette 
substitution est l’inverse de la précédente ; 

EN = I, troisième forme canonique, sens direct ; 


€=y = — 1, troisiéme forme canonique, sens indirect; cette substi- 
tution est l’inverse de la précédente ; 
€=1,% = — 1, qualrième forme canonique. 


2. La transformation (T) correspondant à la premiere forme est 
X,=— xX, X,=— Lo, MT X,=— x, X,;= — 3. 
Les points doubles sont ceux de la variété à quatre dimensions 
t=; 


cette variété pénètre dans tous les domaines (1), (1’), (ID), (UD), (IL) 
et (IV). 


Le carré de cette transformation est la transformation unité. 
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3. Pour la deurième forme, les points doubles sont ceux de la variété 


Li, = L3— X,—0, 


située dans les domaines (III), (III’) et (IV). 
La puissance x de la substitution de sens direct donne lieu à la 
transformation (T) 


ta se 
(—1)"2, Sr n(—1)"*1x,+ (—1)" x, 
TE lu x X; 


Syl bal ail RB, HU 1)" dy + (— 1)" 25 


Sin augmente indéfiniment, le point limite est un point double; le 
groupe est discontinu, sauf pour les points doubles. 


4. Pour la troisième forme, l'unique point double est 


TA 9 A 3 D 0; Po IN 
il est réel. 
La puissance 7 de la transformation (T) de sens direct est 


X: ae x X; XG: 
(—1)?2,  n(— 1) Ha + (—1)" Le Z3 n(—1)"a,+(—1)"a, 
x, 


Dr (— 1) + n(— 1) ir, + n(—1)" xs + (— 1)" a5 


Les transformés de n’importe quel point tendent vers le point double ; 
il n’y a d’exception que pour les points de la variété à deux dimensions 


“1 — 0; Ly = Li, 
ce qui entraine | 
Fes 


les points de cette variété autres que le point double occupent seule- 
ment deux positions, l’une pour laquelle x, = 1x,, l’autre pour la- 
quelle x, = —1æ;. 

Le groupe est donc discontinu, act pour les points de la variété 
æ, =0, æ, —#*,. À l'exception du point double, qui est réel, ces 
points sont tous dans le domaine (II). 
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5. La quatrième forme canonique a aussi l’unique point double 


XL, Lo = L3—= Li —O, Ts — 1]; 
qui est réel. 
La puissance » de la transformation (T) est 


X, a PU *: 
a Rae 0 ni) (es 
Le | . 


Les transformés de n'importe quel point tendent vers le point 


double. Il n’y a d'exception que pour les points de la variété à deux 


dimensions 
LT, — 0, Lo — DL, 


ce qui entraine æ, = + a, : les transformés de ces points, autres que 
le point double, n’occupent que deux positions distinctes, une pour 
laquelle x, = x,, l’autre pour laquelle x, = — x. 

Le groupe est discontinu, sauf pour les points de la variété à deux 
dimensions x, — 0, x, = —æ,,quiestsituée dans les domaines (III), 
(IT) et (IV). 


XI. — Dixième type. 


1. Dans ce type, r,, r,, 7; et 7, sont égaux ; leur valeur commune 
est + 1; nous la désignerons par 7. 
Nous pouvons d’abord mettre toute substitution de ce type sous la 


forme 
Le) 


1 0 ~0 
(30) Bi Bs 0 B, 

TIME TENTE 

Oy 0, MON By 


Il existe alors trois nombres m,, m,, m, non tous nuls tels qu’on ait 
Videntité | 
My Qs + mz Q, + m,Q,— 7 (mat + Myws + my, 05) + ko, 
k étant une certaine constante. Comme pour le cinquiéme type, on 


peut supposer que m, ou m, n'est pas nul. 


L 


\ 
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St d'abord m, n’est pas nul, on peut raisonner comme pour le neu- 
vième type, et arriver ainsi à l’une des formes 


d' [e) ve) 


O J O Oo 


(31) 


4, 
er oO fe | 


| 
oO i ON TE 


où € et n peuvent prendre chacun l’une des trois valeurs zéro, un et 
moins un. Comme dans le neuvième type, on peut, en transformant 
par S; (Chap. I, § I, 3), échanger € et n: On obtient done ainsi six 
formes canoniques : 

E = N = 0, premiére forme canonique ; 

€ —1, n —0, deuxième forme canonique, sens direct; 

E——1, n= 0, deuxième forme canonique, sens indirect; cette sub- 

stitution est l'inverse de la précédente ; 

EN =I, {roisième forme canonique, sens direct; 


| 


€ = 1 =—1, tro'sième forme canonique, sens indirect ; cette sie 
tution est l’inverse de la précédente ; 
€=1, 7 = — 1, guatriéme forme canonique. 


Supposons maintenant 


its, My, 40. 


Nous pouvons transformer par 


eC A cOg7 0 
OY ds SO fh 
Spain a os 
0 Ms O Mr 


où n, et n, sont tels que (mn),,= — 1. La transformée est alors 


Ue OOO 
O 


Bi Ja 4 

) 
tie? ak 
YO OFF 


avec la relation | 
r(y:+ Bi) — 728,=0- 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXII. — Ocrorre 1919. 99 
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Supposons d’abord que l'on ait 
V2 — Yi a= = Y:— 0; 


alors on retrouve la première forme canonique. 
Supposons maintenant que l'on ait 


Ya=Y1= Pi 0; 


8, et y, n'étant pas nuls ensemble : ils sont alors opposés. Transfor- 
mons cette substitution par 


r 
ee oO oO 
1 


| oO 
| j 
la transformée est 


o. @ I: 


en la transformant de nouveau par 


Le oO oO : 
T a 
— 18) ie) = 
2 V2 \ 
ak I 
(0) —S ee Le) 
V2 V2 
bs 1 1 
| ae Oo 
v2 va | 


nous retrouvons la quatrième forme canonique. 
Supposons maintenant que y, soit nul, y, ou 8, ne l'étant pas; ona 


encore y, = — Si: En transformant par 
@ 0 0. 
O) KG" IDO 
ole dot" 
o. OF OUR 
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où ad — be =1, on ne changera pas cette forme, mais on pourra 
annuler B,; si y, n’est pas nul, on prendra par exemple pour 


cela a=d=1,c=0 etb= — es si y, est nul, on prendraa=d=1, 
1 


bo, c= 3 En transformant alors par 


© © o 
| 


oO Oo © 


puis en opérant comme pour le neuvième type, on retrouvera les 
formes déja rencontrées. 
Supposons enfin 


Ya 0. 


Kn transformant alors par 


i 
© 


oO O 
i OF 772 


ir Oo 


iS yew 4S 


OMS I 


on conserve cette forme de transformée; mais si m= — et, B, est 
2 
remplacé par séro. Ainsi, on est ramené au cas de 


c= oO. 


En transformant maintenant par 


Vhs, MG KO) Oo 
) 
< OF JOP "1" == 77 
O0 O 0 I 


on a une transformée de méme forme; mais, si 


ae i 


== =>) 


72 
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y, est remplacé par séro. Transformons alors par 


I oO 
oO Ie 


oO (e) I 


oO oO oO 


Teo 2s 


el nous obtenons comme transformée 


x © 
© 
Wo 
Pe 
SS 


(32) ne 
le) 


~ 
© 
© 
oa 


I I 
D = oO oO 
V2 V2 
J | a a 
coe 
& L I J : 
NS TT 
oO Oo : : 
V2 v2 | 


nous retrouvons la quatriéme forme canonique. 
Si 8,0, une transformation 


À O0! D 


VO a FO. 


© 


‘Oo Où 


DRE 


> 


Oo oO 


ramène 8, à la valeur er, étant égal à + 1. Pour € — 1, on a la substi- 
tution 


~ 
© 
2) 


(33) 


D'S 
~~ ~ 
x | 

~~ oN 


= 
© 
© 
= 


ena 
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cinquième forme canonique du dixième Ly pe, sensdirect: 9S e2— 1, 
nous transformons encore par 


O SN — |] 
(e] O I oO À 
O 0) Oo | 
et nous trouvons la substitution 
| Lo O oO fe) 
: | fe r Oo —Pr | 
(34) Æ 
, Oo — 7° tp Le] 
=f © Oo Fr 


qui est l'inverse de la substitution (33); c'est la cinguième forme 
canonique, sens indirect. 


2. La transformation (T) correspondant à la première forme cano- 
nique est la substitution unité. Cette première forme n’est pas altérée 
quand on la transforme par une substitution quelconque. Nous avons 
ainsi deux substitutions (S) correspondant à la transformation (T) 
unité : ce résultat était d’ailleurs facile à vorr directement. 


3. Pour la deuxième forme canonique, les points doubles sont tous 
les points de la variété 


DR 011, 0, 


située dans les domaines (III), (III’) et (IV). 

Le groupe des puissances de la transformation fait tendre les trans- 
formés de n'importe quel point vers un point double; ce groupe est 
discontinu, sauf pour les points doubles. 


4. Dans la troisième forme canonique, les points doubles sont tous 


ceux de la variété 
ii = OP Hy Lyy 
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ces équations entrainent æ, = + ix; ces points sont tous dans le 


domaine (11), sauf le point 


' 


Li = L,— #3 — XH, —0, Lis = 1, 


qui est réel. 

Les puissances de la transformation font tendre tout point autre 
qu'un point double vers le point double réel. Ce groupe est discon- 
tinu, sauf pour les points doubles. 


5. Les points doubles de la quatrième forme canonique sont tous 
les points de la variété 


æÆi—= 90, La—— By 
ces équations entraînent 


bee 


ces points sont situés dans les domaines (III), (III’) et (IV). 
Par les puissances de la transformation, les transformés de tout 
point autre qu’un point double tendent vers le point double réel 


Ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles. 


6. La cinquième forme canonique n’a qu’un point double 


Ti — 0, Ta— 1, Ti = By = VE= 0; 


il est réel. | 
La puissance z de la substitution de sens direct est 


pe : o oO ‘o 
n(n—1) 
2 


re pe o nr? 
(n +1)n(n —1) n(n +1 
RSI LD rr npr re ( ) rn 

2 


\ EN ra) o pr 
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la transformation (T) correspondante est 


X: rs xX, 
Li Me Ly, n( m—t)(2n—1) (72-1)? (2 —1) 
6 Hy + + N(N—1) 23+ = Li— NX; 
Fr. Ne 28,7 
HR EE OU Er: 
NL, -+ Lg + ———— +, 
Eek Xs 
n(R+I)(22 +1) 


2 
— NT, —2nL3 — 


= La + Ts 
5 + 

Par les puissances de la transformation, les transformés de n’im- 
porte quel point tendent vers le point double. 


XII. — Conséquences. 


1. Prenons deux des formes canoniques que nous avons énumérées : 
nous constatons qu’elles different soit par le nombre ou la nature des 
points doubles, soit par les effets des puissances de la substitution sur 
un point quelconque. Il est donc certain qu'aucune substitution (S) 
ne permet de transformer ces formes l’une dans l’autre, même si 7,, 
Ta l'a 7, sont les mêmes pour les deux transformations. 

Nous avons ainsi vingt-deux formes canoniques distinctes, sans tenir 
compte de la distinction qui se présente à huit endroits différents 
entre les substitutions de sens direct et celles de sens indirect. Ces 
huit endroits se trouvent : un dans chacun des sixième, septième et 
huitième types, deux dans le neuvième type, trois dans le dixième 


type. 


2. Considérons à part les substitutions qui ont au moins un point 
double dans le domaine (1), et par suite dans le domaine (I’). De 
l'étude que nous avons faite il résulte qu'il est nécessaire pour cela 
que r, et r, soient imaginaires conjugués, ainsi que 7, et 7,3; si deux 
de ces quatre racines sont égales, leur valeur commune doit encore 
annuler les mineurs du déterminant premier membre de l'équation (1) 
en s; enfin, les quatre racines ne peuvent être égales que pour la sub- 
stitution unité. Si toutes. ces conditions sont remplies, on a dans le 


312 GEORGES GIRAUD. | 
domaine (I) un point double unique (troisième type; sixième type, 
première forme), ou une infinité, tous les points d’une variété algé- 
brique pénétrant dans ce domaine, et dont les points dépendent d’un 
paramètre complexe (sixième type, deuxième forme; huitième type, 
première forme), ou même de deux (neuvième type, première forme). 

Le groupe formé par les puissances d’une de ces transformations 
n’est discontinu que si les arguments de 7,, 72, r,, 7, Sont commensu- 
rables avec x; il est alors fini. 

Les autres sortes de groupes de puissances sont toujours discontinus 
(sauf pour des points exceptionnels) et infinis. 


CHAPITRE IT. 
FORMATION DU POLYÈDRE FONDAMENTAL D'UN GROUPE DISCONTINU. 


_ 


Nous voulons donner une méthode de formation du polyèdre fonda- 
mental d’un groupe discontinu de transformations (T). Dans cette 
méthode, les variétés à cinq dimensions invariantes par les transfor- 
mations (T) qui ont un point double donné dans le domaine (1) joue- 
ront un rôle fondamental. Cela nous entraine à étudier d’abord ces 
transformations. 


I. — Transformations de point double g == 2’=/, h=o. 


1. Quelles sont les transformations ayant pour point double le 
point g=g’=1, h=o? C'est un point du domaine (1); done, en 
dehors de la transformation unité, ces transformations appartiennent 
toutes soit au troisième type, soit au sixième type, première ou 
deuxième forme, soit au huitième type, première forme, soit enfin au 
neuvième type, premitre forme. Or, pour toutes ces sortes de trans- 
formations, on se rend compte, sur les formes canoniques, que tous 
les points doubles peuvent être trouvés par la méthode que nous 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 313 


exposions au commencement du Chapitre précédent. La présence de 
racines multiples pour l'équation (1) en s (Chap. ID) appelle seulement 
les observations suivantes : 

Pour le sixième type, première ou deuxième forme, on associera r, 
à lui-même, puis 7, à lui-même, enfin r,ar;, en faisant attention pour 
ce dernier couple à la condition 


(@U)i3 + (œU a = 0. 
Pour le huitième type, première forme, on associera la racine double 
à l’une ou l’autre des autres. 
Pour le neuvième type, première forme, on associera la racine un à 
la racine moins un. 


2. Considérons donc une transformation ayant le point double 


To on = NEO 
MEET: Ro; 


o 
(o) 


soient r et r’ les racines de l’équation en s auxquelles correspond ce 


point double. 
Si 
Le Cl ah, 
b, by, bs 6, 
Cy Cy C3 Cy 
Bd. a 


est notre substitution (S), l’équation en s 
(1) (a,+ ta3— 5) (b,+ tb,— 8) — (a,+ ta,) (b,+ 163) =0 


admet les racines 7 et 7’. Nous supposerons d’abord que 7 n’est pas 
égal ar’, c’est-à-dire que nous n’avons pas une substitution du sixième 
type, première forme. Nous voyons alors que l'on a 


(ab),.— (ab)3,= cos(p + d), 
(2) (ab1,— (ab )»3 = sin(g+v), 


en posant - 
Tr=cos9+/S1NQ, 


r'=cosy + ésiny. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Novemsre 1915. 4o 
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Une solution quelconque des équations en w, et , 


| (a+ [a3— S$) 04+ (Ag+ 1a,) @.= 0, 


(3) (b,+ ¢b;)o,+ (b,+1b,—S)o.=0, 


qui se réduisent à une sis égale r ou 7”, vérifie aussi les équations 


(4) 


iso = (Cy + CC) @1 + (Co + IC,) Os, 
is oo = (di + tds), + (de + td,) Ws. 


Supposons d’abord a,+ va, différent de zéro; nous pouvons 


prendre | , 
6); = ds + Ia,, Da —S — Ai — 1435 


donc, pours égal à r ou à 7", 


U8 (@_+ ta, ) = (Ci + Us) (Ga + ta,) + (Ca + le,) (Ss — a — tas); 


donc 

Cy + ic, = (a+ iQ, ); 
puis 

C, + C3 = i(a;ÿ + ia); 
ainsi 

GER: Co=— a, C3 =, Cy A} 

mais | 

(achis+ (ac) =1; 
donc 


a? + a? + ai + a? —1. 
Mais alors, les équations (2), jointes aux équations 
(ab)i3+ ROUES (bc)43 + (bc hr, = 0, 
permettent de déterminer b,, b,, b, et 6,; on trouve ainsi 


b,=— a, cos(o +) —a,sin(g+ ¥), 


b,= a cos(o +4) + a;sin(o +), 
bs— a; cos(o + 4) — a sin(p +4), 
b, =— a; cos(e +4) + a, sin(p +). 


Nous remarquons alors que 


b,+ ibs= (—a,+ ia,) [cos(o +) + isin(o + v)]; 
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G ? . NN . . 
donc b, + 7b, n’est pas nul; un calcul pareil à celui qui nous a donné 
C,, Cas C4 etc, nous donne 


a,=— De cl —— b,, a= b,, Ope bs. 


En posant 9 +  — 9, nous parvenons à la substitution 


a A A; ay, 
(5) — 3 COS 0 — a, sin 0 a, cos 0 + a,sin0 a, COS0— a, sin —a;,cos@+a,sin6 
— 3 7 ay Ay 
—a,cos§+a,sin9 a;cos?—a,sind — a,cos0 — a, sin0 a, COS0 + a; sin 0 


qui est bien réellement une substitution (S) répondant à la ques- 


- tion si 
af + aï + ai + a? —1. 


Nous avons supposé 4,+1a,=£0; supposons maintenant a,+ta,= 0. 
Les équations (4) sont alors vérifiées pour w, — o et pour w, — 0, ce 


qui donne 
Ca + Ic, = di + id; = 0; 


alors les équations 
| (ab),,3= (be),,=0, (ac). t 
montrent que 6, = b, =o. Les équations (4) donnent ensuite 
Cy +c3=t(a,+ la;), 
d,+ td,—=t(b,+ tb,); 
_enfin les équations (2) deviennent 
a,b,—a,;b,=cos(o+¥), 


a;b6,+a,b,=sin(9+ 4); 


on retrouve alors la substitution (5), où l'on a fait a, =a,=o0. 
Quand on a la substitution (5), on peut pu | facilement 9 et d. 
On a d’abord la relation 
| o+d—06; 


de plus, l'équation (1 ) nous montre que 


a,+ b,=cosg -+- cost, 
a,+ b,= sing + sind; 
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ces deux dernières conditions se réduisent à celle-ci : 


(6) ay cis nih 
2 2 2 


Nous avons done 9 et Ÿ, en grandeur et en signe. 

Nous avons, dans le calcul précédent, supposé que nous n’avions 
pas affaire à une substitution du sixième type, première forme, et que, 
par suite, r n’était pas égal à 7’. Supposons maintenant que l'on ait 

lt 
On voit tout de suite sur la forme canonique du sixième type, pre- 
mière forme, que les conditions 
D3— 104» G), = TARA 
le point double étant g=g’ =7, h — 0, entrainent les égalités 


2, Bre Ong Me 


6) G)2 G)3 6) 


De là résultent ici les équations 


di + az = COS? + ising, da + ia, = 0, 

bi+ib;= 0, b, + ib,= cosg + ising, 

Ci + t¢;= i(cosg + fsing), Ca tic, =0, 

di, + id3= 0, d,+ id,= i(cosg + ising); 


on arrive ainsi à la substitution 


cos 0) sing oO 
Oo cos 9 0 sing 

— sing (o) cos® oO 
to) — sing O0 cosy 


Or si, dans la substitution (5), on veut avoir 


p—=4%, 


la condition (6) montre que 
a, COSp + a; Sing =1. 
. 9 9 2 D L 
Mais, comme a + a; + a} + a> =1, ona aussi 


(4 Cosy + a; sing)? + (— a, sing + a, cose)? + a? + a? — 1; 
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donc 
a, sing — a; COSp — 0, &— a,— 6: 
par suite 
di— COSP, a,;=sing. 


Nous retrouvons ainsi notre substitution du sixième type, première 
forme. 

La substitution (5) peut donc, pour des valeurs convenables des 
paramètres, représenter n'importe quelle substitution (S) de point 
double 


D D ee h=07 
3. Le produit de deux substitutions (5) est donc une substitu- 
tion (5). Si, dans les deux facteurs, l’angle 0 — © +4 a les valeurs 
respectives 4 et 4’, sa valeur © dans le produit est 


O0 — 0 + 6. 


Ceci nous prouve que les substitutions (5) du sixième type, deuxième 
forme, et celles du neuvième type, première forme, forment aussi un 
groupe. 

En écrivant les valeurs de a,, a,, a,, a, dans le produit, on retrouve 
l'identité d’Euler sur le produit de deux sommes de quatre carrés. 


II. — Variétés à cing dimensions invariantes par les transformations 
qui ont un point double donné dans le domaine (1). 


1. Les transformations de point double 


Bs oe Ug =o 


dépendent, on vient de le voir, de quatre paramètres seulement. Donc, 
par un point donné, passent une infinilé de variétés à cinq dimensions 
invariantes par toutes ces transformations. Nous nous proposons de 
voir s’il en existe dont l'équation s’obtienne en égalant à zéro une 
forme quadratique à indéterminées conjuguées en #,, ©, æ,,æ, el xs, 
_et de les découvrir. 

Parmi les substitutions qui ont le point double donné se trouvent 
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les suivantes : 


| cos | 0° —sing oO 
o cosh oO — sin} 
(6) sing 0 cosy 0 
0 sin 0 cosy 


transformons par la substitution (S) imaginaire 


I t à 
= oO a 
v2 v2 
1 u 
oO Cr = 
v2 v2 |. 
(7) ; pe ad 
— oO — 
v2 v2 
u I 
O = Oo = 
V2 2 
nos substitutions prennent la forme plus commode 
FeV OT ello 
8 Or RON 
(8) Es 
oO 
où l’on a posé 
ry=cosg+ising, . rg=cosb+isiny. 


Nos formes quadratiques à indéterminées conjuguées restent, par cette 
transformation, des formes quadratiques à indéterminées conjuguées. 
Or on constate immédiatement que, par suite de l’invariance imposée, 
ces formes quadratiques doivent être du type 


(9) Oy Ly Di0 + Ay He Log + Lg La Lao + Tr Lio + Us Xs D505 


en effet, la présence d’un autre terme appellerait celle du terme ima- 


ginaire conjugué, et, par la transformation, ces deux termes seraient 


multipliés par des facteurs différents. 
De plus, ces formes doivent être invariantes par toutes MS autres 
transformations qui ont le point double donné; il suffit de considérer 


(11) 
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les suivantes : 


ay ao 3 a, 
ge As ay aA, —— a3 
(10) , 
43 * Ai a A 
ai hy a3 = bg di 


c’est-à-dire celles du sixième type, deuxième forme; car, en les multi- 
pliant par celles qu’on a déjà employées, on peut reproduire toutes 
les substitutions (5). Par la transformation déjà indiquée, les transfor- 
mations (T) correspondantes deviennent 


Xi= a, 

Xa = (ay + at} a — 2(A,+ at)(a; + ai)rs—(a;+ ai) xs, 
X3= (a+ a3t) (@,— at) + (ai — a + a2 — a?) x34 (a — ai) (a+ a,l) xy, 
X,=— (a,— a,1)*x_— 2(a,— al) (a, — a,t) 23+ (A,— at} x, 


», Vee 


Dans la forme (9), cette transformation ne change pas le coefficient 


dez,æ,,, ni celui de x,2,,; celui de &,æ,, devient 


a(ai + ai) + a(ai + ai) (ai + af) + a (a3 + ai); 
or il doit rester égal à «&,, pourvu que 


a? + a? + ai + ai = 1; 

posons | | 
ai + a3 = 2, 

ce qui entraine 
a +a?=i—2; 


on doit avoir, quel que soit æ, la relation 
Oe D?+ &,2(1— x) + a, (1 — TL) = a5 


done 
Lo — A3 A, —O, 


L3 — 2, — O, 


a, — Ca; 
ces trois conditions reviennent à deux : 


I 
Lo = — 3 — &,. 
2 
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On voit immédiatement que ces conditions sont suffisantes. Nos 
variétés sont donc 


Oy Ly Li0 + Oy (Hy Log + 2X3 X39 + Li Lio) + Hs X3Xsq— O. 


Ces variétés dépendent de deux paramètres. 
Il nous reste à les soumettre à la transformation inverse de celle 
que nous avions faite; elles prennent alors la forme 


(12) A( a1 Ho + La Tao + 2 T3 Hq + Li Lio + LsX5q) 
HUY (Ti Dao — Lio Lo — Ly Lio + Lio Lit Lo L3q9— Log Ds — Ty so + Lyo V5) 


+ (Ti Do + Lio Ls + Lo Lio + Lao Li + 2T3L30) = 0; 


on a posé : 
A= +2 + Gs, 
Vi — A+ di, 
B= ay 2K — As. 


2. Nous pouvons facilement en déduire les variétés dont l’équation 
s'obtient en égalant à zéro une forme quadratique à indéterminées 
conjuguées, et qui sont invariantes par les transformations (T) qui 
ont un point double donné dans le domaine (1). Si P est ce point 
double, nous dirons pour abréger que ces variétés ont comme centre le 
point P. Il suffit Re ue variétés (12) une transformation (T) 
amenant en P le point g = g'— 1, À —0o. 

Or on démontre, comme a Chapitre I (§ II, 3), que, siz,, x, 23, 
Las ds et &,, &s, &, &,, §, sont deux groupes de variables subissant la 
méme transformation (T), la forme 


(13) a(x, Es + da io 223 Exot ay Ext x5 bso) 
x< (Lio Es + too Ey + WHsoby + Lio by + Lo E) 
~+B(a, & +2, & +ox, Ë, + Ts és +. a & ) 
X (219 É50 + Lao bug + 2%30É30 + Lio Eat so E10) 

HY (Li Moot Lio Ds + La Lio + Leo Ty +22, 2X3) 
X (Er Esot Ero bs + Ee Exot En & + 2 Es Eso) 


ne change pas de valeur. Mais si l’on fait 


PRESS &=—i, Es 0, =i, Es—=—1 


NS 
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et si l’on pose 


< 
> 2 
4 
a= 


(14) = oes 


X = == i, 
oe eg 7 ae 


on retrouve le premier membre de l’équation (12). 

Done, la forme (13) égalée à zéro représente les variétés invariantes 
1 ORES) ANNEE 

Nous voyons immédiatement que, si une variété qui a pour centre le 
point P(E,, &, &, &,&) passe par le point M(a,, x,, 2, 24, Xs), 
celle qui a pour centre le point M et qui correspond aux mémes 
valeurs des paramètres À, u, y passe par le point P. L’équation 


(15) &% NOPME (21 Esq + Lobyq + 223 E39 + ay Ex + Lsb10) 
+ Bnorme(2,f; + 726, +2230; + 26g + mb) 
+ Y (Ti Lio + Lio Ts + Le Lio + Lao Li + 23 39) 

ere (1 Esot bro Est Es Exot boo E+ 2 &s Eso) — 0, 


qui représente la première variété si l’on y regarde x,, x,, æ,, &,, æ, 
comme variables, ne cesse pas, en effet, d’être vérifiée si l’on échange 
mhavece, (¢ = 1,253; 4,5). 


3. Supposons que, dans l’équation (15), on prenne la même valeur 
pour « et pour 6 : les coefficients de cette équation en x,, æ,, Hy, Ly, Xs 
sont alors réels. Proposons-nous d'étudier la disposition des variétés 


- représentées par cette équation. 


Nous nous contenterons de faire cette étude pour les variétés dont 
le centre est le point g = g’ =1, h — 0; les résultats s’étendent immé- 
diatement à toutes les autres variétés. Nous prendrons donc l’équa- 


tion (12), où nous ferons 
Vis 


cette équation devient ainsi 


(16) Ny Ly Ly Lay + 2H; Hyp + Ly Lig + Ls Lo) 


(24 V5 + Lyy Ly + Lo Lio + Lao Li + 2H L3o) = 0. 


Nous voyons que deux variétés (16) ne se rencontrent pas : car leurs 
points d’intersection devraient annuler 
Ly Ly t+ LyX + 2XLzL3q + Li Lio + Ly Lp, 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — NovEMBRE 1915. At 
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ce qui est impossible. Done, deux variétés de mème centre et à coef- 
ficients réels ne se rencontrent pas. 
__. En particulier, aucune de ces variétés ne rencontre la variété 


Li Lgqg + Lip Ls + La Lig + Lao Li + 2 C3 30 — 0; 


qui est la variété qui correspond à À=o. | 
Ecrivons maintenant l'équation (16) en coordonnées non homo- 
gènes; elle prend ainsi la forme 


(17) A+ got ahh + 880 + (88 — #7) (8080 — ho )] — 4h (GG'— K*)=0. 
Cette équation peut encore s’écrire ainsi : 


(18) p[(ge’— A?+ 1) (908 — 23 +1) + (g—8') (So— 80) +4hh] 
+ (A—p) [1+ gg o+ 2hhy+ 8 8 + (88 —hR) (G08. — Ro] =0- 


Faisons dans cette équation 4 = À : l’équation entraine 


i= 0, i ob gg —_hV=—1, 


et par suite 
= Poh 


La variété ne comprend done alors aucun autre point que les deux 
points conjugués 
; es = ë, h=0, 
et 
g=s'=-i, RE; 


Si pe (A — u.) est positif, c’est-à-dire si & est compris entre zéro et A, 
l'équation (18), ou (17), est impossible. 
L’équation (17) s'écrit aussi 


G9) Ag — +1) (gogo — hg +1) + (8 — 8") (So— 85) +4hho] 
= 4(p — 1) (GG'— Ke). 


Donc, si À est, par exemple, positif et si 
> À, 


la variété (17) est tout entière dans les domaines (1) et (I’). Cette variété 
éxiste dans ce cas, car le premier membre de l’équation (17) est alors 
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positif pour les points réels, et négatif pour le point g=g’=i,h=o: 
donc il s’annule quelque part. Comme les coefficients sont réels, cette 
variété se compose donc de points situés dans le domaine (I) et des 
points conjugués des précédents, qui sont dans le domaine (1). Pour 
les points d’une de ces variétés, GG’ — 3¢? est borné. Si l’on a deux de 
ces variétés telles que, pour la première, À et w aient les valeurs A, 
et u,, et pour la seconde les valeurs A, et u., et si 


a: A, > 0, 


tous les points de la deuxième variété rendent négatif le premier 
membre de l’équation de la première : nous dirons que la deuxième 
variété est à l’intérieur de la première. Si 94’ — 3¢? reste inférieur à M 
sur la première variété, cette quantité est aussi inférieure à M sur la 


seconde. L’équation (19) montre alors que, si : est très peu supérieur 


à un, tous les points de la variété sont très voisins de l’un des 
pointses =" —=7,h—0 ef g— 9 = —1, k—0o,qui sont les centres 


© 
a 


de la variété. 


4. La variété (17) partage, si . est supérieur à un, le domaine (1) 


en deux parties : celle pour laquelle son premier membre est positif, 
et celle pour laquelle il est négatif; ces deux parties sont linéairement 
connexes. Il suffit de le montrer dans le cas où À est positif. 

Prenons d’abord celle de ces parties pour laquelle le premier 
membre de l'équation (17) est positif. Posons 


E—pe?, 


o étant positif : le premier membre de l’équation (17) est un trinome 
du second degré en p, dont le terme de plus haut degré est positif. 
Pour certaines valeurs de g’et de k, ce trinome n’a pas de racines : car 
il est certain que la valeur absolue de g', par exemple, ne peut, sur la 
variété, tomber au-dessous d’une certaine limite. Or, le premier 
membre de l'équation (17) est alors positif quel que soit p; dans les 
autres cas, il est positif quand p est extérieur aux racines : la région 
où il est positif est donc évidemment linéairement connexe. 
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Prenons maintenant la région du domaine (I) où ce premier membre 
est négatif. Nous allons montrer qu’on peut, sans sortir de la région, 
faire hes aun point mobile un chemin continu, partant d’un point 
quelconque de la région, et aboutissant au point g = g’= Lf =, 
Posons 


2tu 
— i > 
l—u 

2 

o! — k 

2 Fu) 
i+u 
h tn , 


k, t, u étant de nouvelles variables remplaçant g, k, g’; elles s’ex- 
priment au moyen des anciennes variables par les relations 

port 29" a . => LRO = Ra ue 

RE — (32 be FF} RÉ ENT: 
Le premier membre de l’équation (17) devient, en appelant 4), Z, et u, 
les conjugués de #, 2, u, 


2kk 
(¢— a) (fo — Uo) 
alu + 2) Uy — (E+ &) (to + Uo) 
(f= u) (fo — to) | 


(20) ay +k? ke + [atu ty uy (2+ u)(to+ Uy) + 2]| 


+p | — ki —akhy 


Pour les valeurs initiales de 4, ¢, u, cette expression est négative. 
Sans changer @, niu, ni la valeur absolue de #, rendons # réel : cela 
peut se faire d’une façon continue sans que #? + &; décroisse jamais, 
et sans que, par conséquent, l’expression (20) soit à aucun instant 
positive. Le nombre & est donc maintenant réel; l’expression (20) 
devient 


Pe rang cet eee LET UN lot th) NS REG eee 
eu [1+ pt . (— wu) (l9>— ao) k reper raya A 


Diminuons maintenant d’une façon continue les valeurs absolues des 
parties réelles de ¢ et de u, de manière que leur rapport reste cons- 


tant, et, en même temps, diminuons, s’il y a lieu, le nombre réel Æ 
42 


de manière que —— ne change pas: ne touch 
uchons pas aux 
hod CLIN NER A at P 


AN 
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parties imaginaires de z et de w: dans cette opération, l’expression (21) 
diminue constamment, elle reste donc négative; nous arrivons ainsi à 
rendre ¢ et u purement imaginaires. Posons 


= it, u——i6, 


et remplaçons ¢ et wv par ces valeurs dans l'expression (21); nous trou- 
vons l'expression 


. 20°B?+ (x —6)?+ 2 setup 
(22) afr + 2k (a +B)! [=u eee 


Comme cette expression est négative, c’est que « et 8 ont le même 
signe. Amenons-les d’une façon continue à être égaux, sans 
changer «8; nous pouvons le faire sans que «? + 8? cesse de décroitre; 
diminuons en même temps #, de façon que le coefficient de u ne 
change pas; alors l’expression (22) décroit et reste par suite néga- 
tive. 

_ Nous sommes maintenant en un point où g et g’ sont purement 
imaginaires, et où A est nul; posons 


—= 710 or 
Bats. eat 


* le premier membre de |’équation (17) devient 


(23) EG UE ES nt eG 


on peut faire varier G et §’ d’une façon continue de manière à les 
rendre égaux, sans changer leur produit, et sans que l'expression (23) 
cesse de décroitre; elle devient alors 


(24) A(1+ G?)?— 4pG?. 


A 


Si nous égalons cette expression à zéro, nous avons une équation 
bicarrée qui a deux racines positives; la valeur considérée de G et la 
valeur G — x sont toutes deux entre ces racines; on peut donc aller de 
l'une à l’autre sans rencontrer les racines. Nous sommes ainsi par- 
venus d’une façon continue au centre g = g’=7, h =o, de la variété. 
Notre proposition est démontrée. | 

L'intérieur de la variété (17) se compose donc de deux régions, l’une 
dans le domaine (1), l’autre dans le domaine (1); chacune de ces 
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régions est linéairement connexe. L’extérieur se compose d’une seule 
région linéairement connexe. 


5. Reprenons l’étude de la variété (17), en prenant maintenant les 
' . - 
valeurs négatives de er 


L’équation (17) s’écrit encore sous les formes 


(25) —p[(gg! — A? —1) (808 — hg —1) + (8+ 8") (8+ 80)] 
+(A+ p) [1+ o8+ 2hhy + 8/8 +(88'—h*) (8080 — Ab) = 0, 
(26) Al(gg'—A?—1) (go8o—h§—1) + (6 +8") (So +80) J=4(U+A)(GG'—H?). 
Done, si w est compris entre zéro et —A, l'équation (17) est encore 
impossible. Pour p. = — A, la variété se réduit à 


EE Ent Mem ei, 


elle a seulement deux dimensions; ses équations en coordonnées ~ 


homogènes sont 
Ts — 2X4, Ty, Le; 


elle est tout entière dans le domaine (II). Si £ est inférieur à — 1, la 


variété existe et est tout entière dans le domaine (IT). 
III. — Application à une propriété des groupes 
de transformations (T). 


1. Tutoring. — Si les transformés d’un point M du domaine (1) par 
les transformations (T) d’un groupe n'ont pas ce point pour point d’ac- 


cumulation, ils n'ont aucun point d’accumulation dans le domaine (1), 


et le groupe est discontinu pour ce domaine. 


Supposons, pour nous placer dans le cas le plus général, que le 
point M soit transformé en lui-méme par un certain nombre p de 
transformations du groupe. Ce nombre p, qui est au moins égal a un, 


est nécessairement fini, puisque M n’est pas un point d’accumulation 
de ses transformés. 


Nous pouvons prendre pour 5 une valeur assez peu supérieure à un 
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pour qu'à l'intérieur de la variété correspondante de centre M il n’y ait 
pas d’autre transformé de M que M lui-même (on fait toujours v=o). 


Soit X cette variété. Prenons pow Sune valeur . plus voisine de un 


que la précédente: les variétés Ÿ, de paramètres . et wu, qui ont leurs 
centres à l’extérieur de © ont outs le point M à leur extérieur; on 


peut donc trouver des valeurs A, et u, des paramètres telles que . 
2 


soit supérieur à un et que la variété de centre M correspondant à ces 
valeurs soit tout entière extérieure à toutes les variétés Z,. Prenons 


alors pour = Ê la plus petite des valeurs a et 2; les variétés qui ont 
1 2 


pour centres deux transformés distincts de M et qui correspondent a 
ces valeurs de A et x sont tout entières extérieures l’une à l’autre. 
Soit Rune région du domaine (I), sans point commun avec la fron- 
tière. Les variétés de paramètres À et & qui ont leur centre dans la 
région R sont intérieures à une certaine région R’ du domaine (1), 
obtenue en ajoutant à R tous les points du domaine (1) intérieurs à 


une variété quelconque de mêmes paramètres ayant son centre 


dans R. 
Or, l'intégrale 


oe dG, dG die, aK dG, dG’ 
a GE) JC }° 


a la même valeur +, pour toutes les variétés de paramètres À et u. 
Soit ©, sa valeur pour la région R’. . nombre des conjugués distincts 


. —*; il est donc fini: chacun de ces 


de M intérieurs à R est au plus = 
conjugués Comiple d’ailleurs pour p, comme M lui-même; mais ces 
conjugués n’ont pas de point d’accumulation dans R, ce qi est con- 
forme à l’énoncé. 

Soit maintenant N un point quelconque du domaine (D: nous vou- 
lons démontrer que les transformés de N n’ont pas non plus de point 
d’accumulation dans le domaine (I). Donnons aux paramètres des 
valeurs A’, u’ telles que la variété de paramètres 4’, met de centre N 
ait le point M à son intérieur. Si une transformation du groupe change 
NenN,etMen M,, M, sera à l'intérieur de la variété de centre N, et 


328 GEORGES GIRAUD. 


de paramètres 2’, w’. Adjoignons à la région R tous les points intérieurs 
aux variétés de paramètres A’, x’ et de centre intérieur à R; nous trou- 
vons ainsi une région R”, intérieure au domaine (I). A tout trans- 
formé de N intérieur à R correspond un transformé de M intérieur 
aR’: comme le nombre de ces transformés de M est fini, il en est de 
même du nombre des transformés de N intérieurs à R. Le théorème est 
complètement démontré. 


2. Remarque. — Dans l’énoncé du théorème, on aurait pu évidem- 
ment remplacer le domaine (1) par le domaine (I’). 

On n’aurait pas pu le remplacer par un des domaines (II), (HD), Qu) 
et (IV): les groupes formés des puissances d’une substitution mon- 
trent que le résultat ne serait pas vrai pour ces domaines. 


IV. — Polyédre fondamental d’un groupe discontinu. 


1. Soient A, B, C trois points du domaine (1) : nous dirons que C 
est plus près de A que de B si, À et & étant choisis de façon que la 
variété de centre C correspondante passe par A, le point B est extérieur 
à cette variété. Si la variété qui passe par A Passe aussi par B, C sera 
dit équidistant de A et de B. 


. Soit A, un point du domaine (1) qui ne soit pas un point double 
eh des transformations d'un groupe IT discontinu dans le 
domaine (1). Soient A,, As, ..-, A, .… les transformés de A, par les 
substitutions du groupe : ces points sont tous distincts. 

Soit maintenant M un point quelconque du domaine (I). Prenons 
une variété de centre M, ayant à son intérieur le point Ay: cette variété 
aura à son intérieur un nombre fini des points A,, A,, As, ..., Ans se. 
Il y a donc un nombre fini de ces points dont M est plus rapproché que 
de tous les autres; si ces points sont Aj, A,, Ay, ..., A,, nous dirons 
que M fait qe des polyedres fondamentaux qui ont pour centres A,, 
A,, A3, .-.,A,. En général, M ne fait partie que d’un seul BONE 
s’il fait partie de plusieurs, c'est qu'il est sur leurs frontières à tous. 


3. Si l’on considère le polyèdre fondamental de centre A,, et qu’on 
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lui applique la transformation qui améne A, en A,, on obtient le 
polyédre fondamental de centre A,. 


Tout point du domaine (I) fait donc partie du polyèdre de centre A,, 
ou de l’un de ses transformés. 


4. Supposons que les polyèdres de centres A, et A, se touchent : 
quelle est leur surface de séparation ? Tous les points de cette surface 
sont équidistants de A, et de A,. Si le point A, a pour coordonnées &,, 
Ea» Ss» Ss, Es, et si, par la transformation qui amène A, en A,, ces 


ee deviennent mi by tek es acre OC points slarcha satisfont a 
équation 


(27) norme (2659 + ZaËso + 2X3b59 + Labs + Lsbro ) 
+ norme (a,é; + 2,6, +2236; + 2,8 + x56, 


—. norme(ziËso + Lobyg + 2Xab gq + diË5o + Lsbig) 
+norme (xB +248, ant, Lab, tal) ) 


Pour les points M plus voisins de A, que de A,, le premier membre 
est plus petit que le second, comme le montre immédiatement la con- 
sidération des valeurs de © ; pour les variétés de centres A, et A, qui 
passent par M. 


Si l’on admet que £,, £,, &3, &,, Z. représentent successivement les 
coordonnées des divers transformés de A,, de sorte que 


E ee + Exo bs + Es bso + Snobs + atstso 


garde une valeur constante, le probleme de trouver a quel polyedre 
appartient M revient donc a trouver le minimum de I’ expression 


(28) norme (Zi Ë50 + Babyy + 22 3b 39+ Labo + 5 E19) 
+ norme (æiËs + .7&, +2236; + Lilo + x5 ) 


5. Ce que nous venons de faire pour le domaine (I) peut se répéter 
pour le domaine (I’). D'ailleurs, on peut prendre le centre du polyèdre 
indifféremment dans (1) ou dans (I’): car une variété qui a pour 
centre un point a aussi pour centre le point imaginaire conjugué. 


6. Pour le domaine (II) et pour les autres domaines, il n’est pas 
évident que le groupe soit encore discontinu pour certains points. 
® Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Novempre 1915s 42 
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Même s’il l'est, il n’est pas certain qu’un He ces points soit plus rap- 
proché de l’un des points A,, A,, À, .…, . que des autres. Mais, 
si cela arrive, notre procédé permet de shinies le polyédre fonda- 
mental dans le domaine (II) et les autres domaines. 

Pour les domaines (III), (III’) et (IV), on dira qu’un point est plus 
près de A, que de A, si, pour ce point, le premier membre de l’équa- 
tion (27) est plus petit que l’autre. 

Un point d’un de ces domaines pourra ne faire partie d’aucun 
polyédre : cela arrivera si l’expression (28) n’a pas de minimum. 

Un point peut aussi faire partie d'une infinité de polyédres si l’ex- 
pression (28) atteint une infinité de fois son minimum. 


7. Le polyèdre fondamental est limité par des faces dont l’équation 
est de la forme (27). Ce polyèdre est convexe, c’est-à-dire situé d’un 
même côté d’une de ses faces prolongée indéfiniment. 

Ces faces se coupent deux à deux suivant des arétes, qui sont des 
variétés à quatre dimensions. | 


8. Supposons ces faces en nombre fini. On démontre, comme pour 
les groupes fuchsiens et hyperabéliens, que ces faces se distribuent en 
paires de faces transformées l’une de l’autre par une transformation 
du groupe. 

Considérons maintenant les arêtes du polyèdre fondamental; on 
peut les répartir en cycles, comme pour les groupes cités. Pour cela, 
on prend une face F, et une aréte A, de cette face; en traversant cette 
- face, on. entre dans un autre polyèdre : une transformation T, du 
groupe ramène dans le polyèdre fondamental et transforme F, dans la 
face conjuguée F,, et A, dans A,; A, sépare F, d’une face F,; on 
recommence sur F, et A, ce qu’on a fait sur F, et A,, ce qui introduit 
une transformation T,, et ainsi de suite. Le nombre d’arétes qu’on 
trouvera est fini, car il y en a un nombre fini dans le polyédre. On 
sera arrété quand une opération de plus redonnerait l’arête initiale, 
ou bien quand on sera arrivé à une aréte adjacente à une région de la 
surface 

GG’ + I= 0 eus 


faisant partie de la frontière du polyèdre fondamental. 
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Supposons qu'on retombe sur l’arêteinitiale A, ; soientT,, Ts, ..., T, 
les transformations introduites; alors T,, T,, ..., T, transforme cette 


aréte en elle-méme. Supposons que A, ne soit pas tout entiére sur la 
surface 


alors une certaine puissance de T,T, ...T, est la trans formation unite. 
En effet, soient C, le centre du polyédre fondamental et C, son 
transformé par (T,T,...T,)*. Soit P un point de A,, non situé 
sur GG’ — %°— 0; soit & la variété de centre P passant par C,; les 
points C,, C,, ..., C, sont tous situés sur 2; leur nombre est donc fini, 
ce qui démontre la proposition. | | 

Le polyèdre dont on est parti étant fondamental, aucun des polyèdres 
transformés par les substitutions (T,T,...T,)* T,T,...T,, 7Sn, ne 
doit empiéter sur lui; c’est une condition à laquelle satisfait le cycle. 

Si cette condition est remplie pour tous les cycles, le polyèdre est 
le polyédre fondamental d’un groupe discontinu. Les transformations 
fondamentales du groupe sont T,, T,, ..., T, et les transformations 
analogues des autres cycles. 


CHAPITRE IV. 


POLYEDRE FONDAMENTAL DU GROUPE DES PUISSANCES 
D'UNE TRANSFORMATION (T). 


= 


1. Nous nous proposons d’appliquer au groupe formé par les puis- 
sances d’une transformation (T) la méthode exposée dans le Chapitre 
précédent pour former le polyédre fondamental. Nous pouvons au 


préalable supposer que, par une transformation (T) convenable 


appliquée à l’espace à six dimensions, on a mis la substitution géné- 
ratrice du groupe sous une des formes canoniques. Les résultats diffé- 
reront suivant la forme canonique que l’on considérera. 


2. Premier type. — Ayant mis la transformation sous la forme cano- 


(3) 
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nique (7) (Chap. II), nous prendrons d’abord comme centre du pre- 
mier polyédre fondamental le point | 


ss Par — 
Pea far == Oy 


dont le transformé par la puissance — 7 de la transformation a pour 
coordonnées homogénes 


(DE =rT fi Ua leo di 0) ie IT 


= pt 
Fais 


ee 


l'expression (28) (Chap. III) devient alors, en la divisant par deux, 


— Li Lg — Li10 C5 — La X49 — Log Ly. 


27 


(2) ee rt Ti + not rr?" 2429+ rit pits, ot pau ri” 2, reo 


Nous voulons que son minimum ait lieu pour x =o. Il est nécessaire 


pour cela qu'on ait 


(72 72 —i) ey ay (7) 78 —1) mo +(r? 1? —1) a, 294+ (7? TF 


9 


4 


— 1) 252520, 


(Tr — 1) Ly Bg + (12773? — 1) Lo Lag + (17274? — 1) Ly Bq + (757757? — 1) BypXpq 20. 


Ces conditions sont aussi suffisantes : elles définissent le polyédre 
fondamental, qui a ici deux faces. Pour le démontrer, il nous suffit 


d'établir qu’on aura, quel que soit n, sous les conditions (3), 


(4) (73? 73" —1)didio + (72 72" 1) Tite 


22 »2n PR BI 
er re” — 1) Mi Bio + (r$ 2" — 1) T3 92 0. 


Or, posons 


et 


2 »2 
logr3r3 
92 »2 
log ri rà 


22 PR — 
ry To —Y; 


log r ra 
, ts == D, 


log ri ri 


Le premier membre de l'inégalité (4) devient 


(5) Che 1) 2249+ (¥*— 1) La Too + (yB—1) 2, 20 + (PT —1) 25X55. 


Ceci suppose, ce qui est toujours permis, que r*r? n’est pas égal 
à un. Supposons que les valeurs absolues de r,, r,, rs, 7, soient toutes. 


distinctes et que 


(6) 


[mil > [rel >1> [rl >| rl. 
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Ces inégalités entrainent celles-ci : 


1>B>o>a>y. 


L'expression (5) présente donc deux variations, au sens qu’on donne 
à ce mot dans le théorème de Descartes, qui, on le sait, s’applique 
même si les exposants sont irrationnels. Si y est considéré comme une 
variable continue, l’expression (5) admet donc zéro ou deux racines 
positives. Or, elle admet la racine y — 1. Donc elle admet une autre 
racine positive. Le premier membre de l'inégalité (4) est donc nul si 
l'on y remplace x par zéro ou par une autre valeur, qui n’est pas for- 
cément entière; cette autre valeur est nécessairement comprise entre 
moins un et plus un, à cause des inégalités (3). Donc l’inégalité (4) est 
remplie pour toute valeur entiére de n. 

On peut se demander si ce raisonnement ne tombe pas en défaut. 
pour v7, = x, = 0, ou pour æ,= x, = 0: l'expression (5) ne présente 
alors qu’une variation ; mais, pour ces points, les inégalités (3) sont 
impossibles. | 

Supposons maintenant qu'on ait 


(7) Fi Ta ry=— l'y AE 


Alors « et 6 sont nuls, y est négatif. L’expression (5) a encore deux 
variations, et l’on peut reprendre le raisonnement précédent : on arrive 
à la même conclusion, sauf que, pour x, = a,;=0, l’expression (2) 
est constante. | 


3. Y a-t-il des points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui 
appartiennent à tous les polyèdres transformés du précédent, ou du 
moins à une infinité d’entre eux ? Ce que nous venons de voir prouve 
qu'un point ne peut certainement pas appartenir à plus de deux 
polyèdres, sauf dans le cas des relations (7). 
~ Pour qu’un point n’appartienne à aucun polyèdre, il faut et il suffit 
que l'expression (2) n’ait pas de minimum. Or, cette expression tend 
vers + quand 7 tend vers +, à moins qu'on n'ait x, =x,;= 0 
[en supposant remplies les conditions (6)]; elle tend vers + quand 
n tend vers — ©, à moins qu’on n’ait æ, = += 0. Donc, si l’on n’a 
pas 7,=2,=0 OU #,=2,;=0, elle présente un minimum, et le 
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point correspondant appartient 4 un polyédre. Mais si 


La = Li — Oo, 


cette expression, qui est toujours positive, tend vers zéro quand 7 


tend vers +: elle n’a donc pas de minimum; ces points ne font 
donc partie d’aucun polyèdre. De même les points de la variété 


To = Lx — O 


ne font partie d'aucun polyèdre. Ces deux variétés à deux dimensions 
contiennent à elles deux les quatre points doubles, et sont situées 
dans les domaines (TITI), (III’) et (IV). 

Si l’on se place dans le cas où les conditions (7) sont remplies, les 
points qui ne sont dans aucun polyèdre sont ceux des deux variétés à 


_ quatre dimensions 
2, ==0, wi 0; 


situées dans les domaines (II), (IIL), (III’) et (IV). Les points 
x,=x;=0 font partie de tous les polyèdres. 


4. Supposons qu’on prenne, comme centre du premier polyèdre, 
un autre point que g = g’=1, h — 0. Nous ne pouvons plus affirmer 
que le polyèdre fondamental a encore deux faces seulement, mais nous 
pouvons démontrer que les points qui ne font partie d’aucun polyèdre 
sont les mémes que précédemment, sauf dans le cas des condi- 


tions (7). 
L’expression (28) (Chap. IIL) devient en effet ici 


(8) norme (7% TEL, Eso + PETZ Labo + 2 daËso + MP alo tre rx) 
+ norme(rfré dis + rgrgvet, + 2agks + rt rt mit +rtrl at ). 


Plaçons-nous d’abord dans le cas des inégalités (6). Cette expression 
tend vers + + avec n, sauf peut-être si 


4,0; 
même dans ce cas, on ala même conclusion, à moins que 


y= O 
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De même, quand x tend vers — +, cette expression tend vers ++ 
sauf si 
: XL, — Lys — 0. 

Il n'y a donc pas d’autres points en dehors de tous les polyèdres que 
ceux que nous avons déjà trouvés; ceux-ci ne font d’ailleurs partie 
d’aucun polyèdre, car, pour æ,=x,—o, ce qui entraîne x, —0, 
l'expression (8) tend vers zéro quand n tend vers +; de même, 
pour +, = x,= x, = 0, elle tend vers zéro quand 7 tend vers — . 

Dans le cas des conditions (7), les points qui ne font partie d’aucun 
polyédre, ou qui font partie d’une infinité de polyédres, sont, comme 
précédemment, parmi les points des variétés 


Li—= O0, Ty — oO. 


Mais il peut y.avoir de ces points pour lesquels l’expression (8) ait 
encore un minimum. Par exemple, si x,= 0, cette expression reste 
finie quand x tend vers ++; mais l’expression (8) devient alors 


aritr2” ms Cyobi bro 
grt L2(TaTs0 + Tao ds) (Erbs0 + robs) 
ta (1) (qq + Lao Xs) (Es Evo + ÉroËx) 
+ (= 1)" (Di ds + Lio Ts) (Er bao + Evoke) | 
+ norme[(— 1)" (22 Ë50 + Liboo) + 223650] 
+ norme[(—1)"(a2&, + 2,62 ) + 2236, J. 


Nous voyons que cette expression a une limite quand 7 tend vers + 
par valeurs paires et une autre limite quand n tend vers + 0 par 
valeurs impaires. Pour que les points appartiennent à une infinité de 
polyèdres, il est nécessaire et suffisant que cette expression devienne 
une infinité de fois égale à sa plus petite limite, et ne tombe pas au- 
dessous : on retrouve ainsi les points æ,=æ,=—0, comme pour le 
centre g—g'=1, h=o. Les points qui n’appartiennent a aucun 
polyèdre sont ceux pour lesquels cette expression reste toujours supé- 
rieure à sa plus petite limite. Si cette plus petite limite est celle qui 
correspond à 7 pair, il est nécessaire que, pour 7 pair, le terme 
en r#r* soit positif; de plus, pour x impair, l'expression ne doit 
jamais tomber au-dessous de sa plus petite limite. Quoi qu'il en soit, 
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les points des deux variétés 
ae i Lo — L3— X3—O 


ne font, dans ce cas encore, partie d’aucun polyèdre, sauf si l’on a 
aussi x, = x, = o. Les points æ,—æ,=— 0 font partie d’une infinité de 
polyèdres ; mais, dans le cas général où les deux limites de l’expres- 
sion (8) sont différentes, ils ne font partie que des polyèdres corres- 
pondant à pair, ou que des polyèdres Pr ad Sik à n impair. 


5. Deuxième type. — Prenons d’abord comme centre du polyèdre le 
point Sn Ms i, h=o, la transformation étant mise sous la forme 
canonique. Pour la puissance — 7 de la transformation, l’expres- 
sion (28) (Chap. III) devient 


re Ly Dyg + T2 La Log + 17" Ly Lug + 132" Ly L5q— Li Ls0 — L149 Ts — LeLig— Lao Xy. 


Nous voulons qu’elle soit minimum pour n=o0; il est nécessaire et 
suffisant pour cela que l’on ait 


(72 —1)Titio + (73 —1) Zita + (TT —1)2itio + (T5 —1) es 720, 


(77? — 1) Bp Lot (73? — 1) Le Lag + (72 — 1) Midi + (73? — 1) 25 L502 0 


cela se démontre comme pour le type précédent; ces inégalités défi- 
nissent le polyèdre fondamental. 


Les points qui ne sont intérieurs à aucun polyèdre sont les points 
des deux variétés 


Li La Li O0, La = T3—= Lys —=0; 


ces points ne font non plus partie du contour d’aucun polyèdre. 

Si l'on prend comme centre du polyèdre fondamental un point quel- 
conque, l'expression (28) (Chap. nn contient l’angle + : le nombre 
dé faces du polyèdre fondamental n'est peut-être plus de deux. On 
trouve que les points des deux variétés que nous venons de trouver ne 


font encore partie d'aucun polyèdre; aucun autre paint ne ie de la 
même proRnEMe 


6. Troisième type, et autres transformations ayant un point double 
dans le domaine (1).— Les groupes engendrés par ces transformations 
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ne sont discontinus que s’ils sont finis. Il y a donc, dans ce cas, un 
nombre fini de polyèdres fondamentaux qui remplissent tout l’espace. 


7. Quatrième type. — Prenons encore comme centre le point 
§ =s =t, h=o; pour la puissance — 7 de la transformation, 
l'expression (28) (Chap. III) devient 


fe 
T°" By Lio + Ta Lay + Ly Ly + TL Lo — Li L359 — Ly) Ls — Lo Lig — Log Ly. 


On voit, comme dans les cas précédents, que le polyédre fondamental 
est défini par les inégalités 


(rh —r)ziri (rt — 1) 23 Lsq2 0, 


Ci) do + (rt — 1) 5 592 0. 
Les points des deux variétés 


Li — 0} Le ==\O0 


2 


ne font partie d’aucun polyèdre : il y a exception pour l’intersection 
de ces variétés; aucun point ne fait partie d’une infinité de polyèdres, 
en dehors de l’intersection 


Di LE —0 


des deux variétés précédentes, qui fait partie de tous les polyèdres. 

Si le centre n’est pas g = g’=1,h=0, on trouve que les points qui 
ne font partie d'aucun polyèdre, ou qui font partie d’une infinité, sont 
encore sur les deux variétés précédentes; mais il n’est pas sûr que 
tous les points de ces deux variétés satisfassent à cette condition. 


8. Cinquième type, première forme. — Si Von met le centre 
en g=g’=1, h—0, on trouve que l'expression (28) (Chap. III) est, 
pour la puissance — 7 de la transformation, 


ri" ay Lio + La Dao + Ly~Lyy +13" Ds so — Li Po — Lio Ls — La Lio Lao Ly. 
Le polyèdre fondamental est donc défini par les inégalités 


(Cr? — 1) Ta di0 + (73 — 1) %525q2 0, 
(rt —1) 21 19 + (73 — 1) 25 25020. 
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Les points qui ne font partie d’aucun polyédre sont tous les points dés 


deux variétés 
x, == O, T5 ee oO, 


sauf ceux de leur intersection, qui font partie de tous les polyedres. 
Pour un centre quelconque, l’expression (28) (Chap. IIE) devient 


norme ( 7?" Ë50 + Bob ng + 2Lzba9 + pba + ri" abso) : 
+ norme(r?"æiËs + Labs + 273& + %b2 + rz" 22, D 


Les points qui ne font partie d’aucun polyédre sont, d’une part, les 
points satisfaisant aux conditions 


Li —= 0, 
sbi (Looky + 2303 + Lyobe ) + Looks (LoËso + 2Zsbs0 + LiË20) 
+ LsËs (Taobio + 2 L30Ë30 + LioË20) + Lsobr0( Leb, + 243k + TiËs )20; 


d’autre part, les points satisfaisant aux conditions 


Z23—=0, 


bso (Laob, + 2% 30Ë3 + Lyoke ) + Lioës (2850+ 2X3b3y + 2 E20) 
+ LiËs (Zoo Eco + 2X3ob30 + L'40 620) + LioËso(Leës +2256; + x,§& )20; 


il n’y a -d’exception que pour les points de la variété 
Li —= Xs — O, 
qui font partie de tous les polyèdres. 
9. Cinquème type, deuxième forme. — Prenons un centre quel- 
conque, et cherchons les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, 
ou qui appartiennent à une infinité. La fonction qui ne doit pas avoir 


de minimum.est 


norme[r?"æi bo + (Za+ 2næ3— nt) by + 273 — nay) bso + Dyke + rx] 


+norme[r?"aæié, + (a+ 2na2;— na,)b, +2(x3— na,)&, + at, tri at, ii 


On voit que, si |7,|>1, cette fonction tend vers + o quand n tend 
vers +, sauf si 
XL, = X= L3— 05 


——— 
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Le 


de même elle tend vers + quand n tend vers — 2, sauf si 


Ls Li, — T3 — oO. 


Les points cherchés sont donc sur l’une ou sur l’autre de ces variétés. 
On reconnaît que ce sont, d’une part, les points satisfaisant aux con- 
ditions 


PS La Os (LaD50 + Lao T5) (Er Eno + Ero &,) 2 0 
et, d'autre part, les points satisfaisant aux conditions 
Ts Ti Ts —I0, (24 Dy- B19 Ta) (ExEso + Eq ks) 20. 


Parmi ces points, un seul fait partie d’une infinite de polyèdres : c’est 
le pointæ,=x,=x,=2x,=— 0, qui estun point double de la transfor- 
mation, et qui fait partie de tous les polyédres. 


10. Sixième type, troisième forme. — Cherchons encore les points 
qui ne font partie d’aucun polyèdre, ou qui font partie d’une infinite. 
L’expression (28) (Chap. III) est ici 


norme[(2, cos no — 2; sinng cosng —nxz,— 2; sin?n¢@) Eso 
+ (— am + Lit na, + N5)E xo 
+ (2, SINNG COSNO + ZT; COS2ND + Ls SINNG COSNY) Es) + Ly boo 
+ (— 2, sin?ny — 223; SiNng Cosng + nr, + Ls COS?NG) E46] 
+ norme[(2, cos?ng — 2.2; sinng cosng — nx,— x; sin?no)és 
ig + (—n9,+2,+ n'a,4+n2x5)k, 
+ (ax, sinng cosng + x; C0s2ng + 2; Sinn COSNO)E,+ 2, Ee 
+ (—a,sin?no — 22%; SiINNY COSNO + nr, + Xs COS?NO)E, |. 


Si l’on n’a pas à la fois x, = 0, x, =4,, cette fonction de n tend 
vers + > quand n augmente indéfiniment, par valeurs positives ou 
négatives; par suite, elle a alors un minimum atteint un nombre fini 
de fois. Les points cherchés sont donc sur la variété 


; Ty — O0, Li — Xs. 

Pour ces points, l'expression précédente se réduit à un polynome 
en sinng etcosn9; remplaçons-y 9 par 9: on a une fonction qui est 
minimum pour une certaine valeur 9, de 0; ou bien 4, est de la 
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forme no +247, n et & étant entiers, ou bien 4, n’est pas de cette 
forme. Dans le premier cas, si 9 est incommensurable avec +, le point 
n’appartient qu’à un polyédre; si © est commensurable avec =, le point 
appartient à une infinité de polyèdres, correspondant à des valeurs 
den en progression arithmétique. Dans le deuxième cas, le point 
n'appartient à aucun polyèdre si 9 est incommensurable avec 7, et à 
une infinité si 9 est commensurable avec Tt. 


11. Septième type, première forme. — Nous pourrions donner, 
comme nous l'avons fait pour le premier type, le polyèdre fondamental 
correspondant au centre g = g’=i, h=o: le calcul et les résultats 
sont les mêmes. 

Cherchons les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui 
appartiennent à une infinité, le centre étant quelconque. L’expres- 
sion (28) (Chap. III) devient, en faisant æ, = 1, 


norme (7? Zi Eso + 7? labo + 2330 + PE Lilo + TE Tito) 
+ norme(r#tiës + ridobs +2236 + réduits +73 ZE ). 


Le coefficient de r?" est 
norme (2; Eso + Z2Ë49) + NOrMme(T1Ës + Tes), | 
et celui de r°" est 
| norme (24 Ë20 + Æ5Ë19) + norme(2,, + æsË). 


. af . 
Pour les points cherchés, l’un ou l’autre de ces coefficients doit être 
nul. Prenons celui de 73”, nous trouvons 


@yEsot aig, 


ENT + tok, — O0; 


mais, le centre appartenant au domaine (1), &,£,, — E,,Ë, ne peut pas 
étre nul; car la transformation 


D ——— 

oo -O 

lo 
- 

| 

- 


— 
pt 

o æ © 
o © 
© 
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montrerait que, dans le cas contraire, £,Ë,,— £,,Ë,, c’est-à-dire la 


partie imaginaire de g’, pourrait s’annuler dans le domaine (1), ce 
qui est absurde. Donc 
LTi—= Lo — O0, 


et par suite æ, est nul aussi. La nullité du coefficient de r?" entraîne 
de même 
Dit di — 10. 


On voit immédiatement que tous ces points sont en dehors de tous les 
polyèdres. Ce sont les points doubles de la transformation. 


12. Sepième type, deuxième forme. — Cherchons encore les 
points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui appartiennent à 
une infinité. L'expression (28) (Chap. III) est ici, en faisant r,=1, 


norme [13 © Eso (— nrgay+rp%s) Egg +223 b ste Ly bot (mrt x, + reas) ol 
+ norme [ry €s +(—nriitria)l, + 22365 +r abst (nrpa,treas)es |. 


Cette fonction de n tend vers + + avec n, à moins que l’on n'ait à 
la fois 
Li Ta — L3—0 (si |7.]>1); 


elle tend vers + o quand 7 tend vers — o, à moins que l’on n’ait 
La = Li, L3;— 0. 


On voit immédiatement que les points de ces deux variétés n’appar- 
tiennent à aucun polyèdre. 


13. Huitième type, deuxième forme. — Posons-nous la même ques- 
tion que pour la forme précédente. L’expression (28) (Chap. III) est 
ici, en faisant encore 7,=1, 


norme[(2, cosrg — x, SiINN) Eso 

+ (— na COSNY + LCOSNY + NA, SINNG + Ls SINNG) Er 

+ 22363) + (2, Sin no + X, COS 29 )Ea 
+ (nx, sinng — a#,SiNnng + nN2®,COSNO + Ls cosn@) Eso | 

+ norme[(z,cosng — x, sinng )és 
+ (— na, cosng + #,cosng +n, sinng + x;sinng)é, 
+ 20;6,+ (2, sinng + x2, cosng)&, 

+ (na, sinno — £,SiINNY + NL, COSNY + Ls cosno)é& |. 
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On reconnaît immédiatement que, si l’on n’a pas à la fois pour une 
certaine valeur de 4 


(— 2, cos0 + x, sind)E;o + (24 sind + æ, COS0)Ë10 = 0, 
(— æcos0 + x, sin0)E, + (zx sin0 + 2, cos), =o, 


la fonction de » précédente a un terme en n? multiplié par une fonc- 
tion de 2 qui reste supérieure à un minimum positif; donc cette 
fonction de n tend vers + % quand n tend vers +o, et par suite 
elle a un minimum atteint un nombre fini de fois. Pour les points que 
nous cherchons, les deux équations précédentes en 0 doivent donc être 
compatibles; or, elles entraînent les équations 


— Zi COSO + x, Sin0 = 0, 


a“, Sin0 + x, COS0 — 0; 
par suite, on aura 
Li = Li — L3—= 0. 


Pour ces points notre fonction de n se réduit à 


norme[(x, cosno + 2; sinng) E+ (— 2, sinnçp+æ;cosn®)é6] 
+ norme[(z,cosrng + æ;sinno)é, +(—.2, sinng +2; cosno)é, ]. 


C’est un polynome homogène et du second degré en cosng et sinng. 
Si o est commensurable avec =, tous ces points appartiendront à une 
infinité de polyédres. Si + est incommensurable avec 7, deux cas pour- 
ront se présenter; remplacons ng par 9: on a une fonction de 4 qui 
est minimum pour une certaine valeur 6, de 0, définie à un multiple 
près de 7; ou bien il y aura des entiers x et & tels que 


§:=no-+ kn, 


ou bien il n’y en aura pas; dans le premier cas, le point appartiendra 
à un polyèdre et à un seul; dans le second, il n’appartiendra à aucun. 


14. Neuvième type. — On peut encore se poser la même question 
pour ce type, et la résoudre par le même procédé. | 
Pour la deuxième forme de ce type, les points doubles font partie de 


tous les polyédres; aucun autre point n’est dans le même cas, ni ne 
fait partie d'aucun polyédre. 


PS mono 
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Pour la troisième forme, on n'a pas d’autres points que ceux de la 
variété 


Xi — 0, La — Ly; 


ces points peuvent soit appartenir à tous les polyèdres (le point double 
est toujours dans ce cas), soit appartenir aux polyèdres correspondant 
aux valeurs paires de n, ou à ceux qui correspondent aux valeurs 
impaires de n. Pourtant, si £,==0, tous ces points appartiennent à 
tous les polyèdres. 


Pour la quatrième forme, on n’a pas d’ autres points que ceux de la 
variété 
TI = 0% La dis 


en particulier, le point double appartient à tous les polyèdres; les 
autres points peuvent présenter les mêmes particularités que pour la 
forme précédente. 


15. Dixieme type. — On peut résumer ainsi les résultats concernant 
les formes de ce type autres que la première : aucun point ne fait 
partie d’aucun polyedre; les points doubles font partie de tous les 
polyédres; les autres points font partie d’un nombre fini de polyédres 
(un, en général). 


CHAPITRE V. 


FONCTIONS DE g, A, g’ INVARIANTES PAR UN GROUPE DISCONTINU 
DE TRANSFORMATIONS (T). 


1. Considérons la fonction de g, A, g' 
(1) — HG et2a,h+ag'+ a5(gg— h’), 
où &,, %, %3, y, % sont des nombres complexes liés par la relation 


A, Xs + Ay A + Opes 0; 
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de sorte que ces cing coefficients peuvent étre considérés comme les 
coordonnées homogènes d’un point de l’espace à six dimensions 
Considérons d’autre part la substitution (S) dont les coefficients 


sont 
| ls 3 


b, b, bs b, 

(2) ; 
Cy Cy C3 Cy 
| d, d, da; d, 


appliquons à g,A, g’la transformation inverse de la transformation (T) 
qui correspond à cette substitution; que devient la fonction (1)? Elle 
devient une fraction rationnelle, dont le dénominateur est 


(3) (ab),2— (ab)o3 8 + 2(abh;sh + (ab)1,9'+ (ab)3,( 88 gg'—h?), 
et dont le numérateur est 
(4) Bi — Brg +2Bsh+ Big'+ Bs(gg’— h?), 


B,, Bo, Bs, B,, Bs étant les coordonnées homogènes du point transformé 
de %,,%, %, %,, &, par la transformation (T) correspondant au tableau 


and. ci di 


CR A, ® 
a; 6; cs a; 
ay b, Cy d, 


(5). 


2. Prenons en particulier la fonction 
g +i. 
On a ici 
CT A X==— 1, 4G, = Op lee Ge 


ce sont les coordonnées d’un point du domaine (III’). Alors B,, B., B,, 
B,, 8; seront ici les coordonnées d’un point du domaine (III’); ce point 
pourra étre quelconque si la transformation (2) est convenablement 
choisie. Or, la fonction g+7 ne peut devenir ni nulle ni infinie dans 
le domaine (1); il en est de même de la fonction (4). Done, si &,, a, 
Hs, %, %; est un point du domaine (Il), la fonction (1) ne Peut: devenir 
ni nulle ni infinie dans le domaine (LE 
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3. Considérons la transformation birationnelle 


(6) Y= eS 4) 


~ 
~ 


E+g+ah+i 


Supposons que (g, A, g’) soit un point du domaine (I). Alors les coef- 
ficients dez dans g, dans g’ et dans g + g’ + 2h sont positifs ou nuls. 
Donc x, y et 2 sont inférieurs à un en valeur absolue. Si, dans un 
espace à six dimensions, un point a pour coordonnées les nombres 
complexes x, y et s, un domaine (D) de cet espace entièrement situé 
à distance finie correspond au domaine (I). 


4. Donnons-nous une transformation (T) quelconque; soient X, Y,Z 
les transformés de x, y, z par cette transformation. Formons le déter- 


minant fonctionnel 

D(X, Y,2) 

D(x, y, 3) 
Si G, H, G’ sont les transformés de g, k, g’, ce déterminant fonctionnel 
a pour expression 


D(X, Y,Z) _ D(X, Y,Z) D(G,H,G) D(g, A, 3") 


(7) Dig 72) | DUG, HYG) D(S À, #1) Dez, y, 3) 


D (G, H, G’) Here 
D #7 (Chap. I, § HU, 6): c'est une 


fonction gui ne peut devenir ni nulle ni infinie dans le domaine (1). 


Or, nous avons déjà calculé 


. D(z, 7, 2) 
ulons maintenant ="; nous trouvons 
Calculo a D 1 
8 DONS ON LOC tk, 
St DG Ae) (g +iP(g +0 e+ sg + 2k +t)” 


ce déterminant ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (1). 
Org+i,g +i,g+g+2h+isont trois fonctions de la forme (1), 


RES D(X, Y, Z 
(a,, Gas %, %,, %) étant un point du domaine (III’). Done ies D a 


ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (1). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Novempre 1915. 44 
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Z - ; PE = : 
Donc ne devient ni nul ni infini dans le domaine (1). 
LE 00 
Si l’on considère unerégion R intérieure au domaine (1), la fron- 
tière de la région R étant aussi intérieure à ce domaine, la valeur 
absolue du déterminant fonctionnel précédent restera, dans cette 


région, comprise entre deux nombres positifs fixes. 


5. Démontrons maintenant que le rapport des valeurs absolues de ce 
déterminant en deux points de la région R reste compris entre deux nom- 
bres positifs indépendants des deux points choisis et de la substitution (S) 
considérée. | 

La formule (7) met ce déterminant sous la forme d’un produit de 
trois facteurs. Il suffit de démontrer que le rapport des valeurs abso- 
lues de chacun de ces facteurs en deux points de la région R reste 
compris entre deux nombres positifs fixes. 


Pour le troisième facteur, re il n’y a pas besoin de nou- 
velle démonstration. 


Prenons maintenant le second facteur 


D(G, H, G’) _ | 1 
D(8,%,g8) [(ab)2— (ab)asg + 2(ab) 3h + (ab), 2 + (ab) (gg — he) PF 


Soient (g,, A,, g) et (go, As, g,) deux points de la région R. Posons 


(abhya = %, (2b)o3= Oe, (ab)i3= as, (ab), = %, (ab)s, = as; 


nous aurons 
Oy As+ Lay, + a = 0. 


Nous avons a considérer la fonction 


Ly — Oe Sy + 203 + ayy + a5 (2; 


) 
5 Oy — Legs + 20;h,+ a, 24 + CAES ) 


81— hi). 
821— hy 
Or «,, @, «, eta; ne peuvent être nuls ensemble; nous distingue- 
rons quatre cas, suivant que la plus grande des valeurs absolues de 
ces quatre nombres sera |«,|, ||, |«,| ou |«;|. Supposons d'abord 


que ce soit |a,|; nous avons alors une fonction continue de neuf 


. 1 a a, a a . 
variables: g,,h,, 2, 82) ha Bi» + = <> > peut en effet se tirer de 
1 1 ; 


dd tie 
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la formule 


Ces neuf variables restent dans une région bornée, et la fonction ne 
peut devenir ni nulle ni infinie : sa valeur absolue reste donc comprise 
entre deux nombres positifs fixes. On peut répéter la méme démon- 
stration dans chacun des trois autres cas; ainsice second facteur reste, 
en valeur absolue, compris entre deux nombres positifs fixes. 

On peut faire une démonstration analogue pour le rapport des 
valeurs absolues de G+7, ou de G’+7, ou de G+ G+2H-+i en 
deux points de la région R. Et comme 


LO See 4 aie =a . 
D(G, H, G’) ~ (G+ 7)2(G'+ 2)?(G + G+ 2H +7)?’ 


le rapport des valeurs absolues de ce facteur en deux points de la 


région R reste compris entre deux nombres positifs fixes. 
D(X, Y, 2) 


est donc 
D(2, y, 4) 


La propriété énoncée pour le déterminant 


exacte. 


6. Considérons un groupe discontinu de transformations (T), c’est- 
a-dire un groupe discontinu dans le domaine (1); soient T,, To, ..., 
T,, --- les transformations de ce groupe. Soit (æ,, YA, 2,) le point 
transformé de (a, y, z) par la transformation T,. 

Considérons la série 


CPI seen) |* 
a 2 Danmel 
où # est un entier au moins égal à deux. Cette série est absolument 
convergente pour tout point du domaine (1); de plus, la convergence 
est uniforme dans une région R intérieure à ce domaine. | 
Soit, en effet, A un point de ce domaine. Il peut y avoir p trans- 
formés de A qui soient confondus avec A; en général, p — 1. Traçons 
une variété invariante de centre A, à coefficients réels (Chap. IIL), et 
choisie de telle façon qu’elle soit tout entière extérieure à toutes ses 
variétés transformées par le groupe différentes d'elle-même; soient S 
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cette variété, S, sa transformée par T,. Posons 


. ( a LA 

= ea. LR fi oe oat eh 
i x enh per ti RTL 

VE VEUT EE Yan = Yn FlYn; 
2 Pu 5 mls 

ge BS th oh, Sn Fn + ln 


considérons l’intégrale 


(10) IDE dx' dx" dy' dy" dz' ds" 


étendue à l’intérieur de S,, du moins à la portion de cet intérieur qui 
est dans le domaine (1). Cette intégrale est égale à 


h J | J if J fer nr lee dz' dx" dy' dy" dz' dz" 
AP HS TS EE Tc 3 


étendue à la portion de l’intérieur de S qui est dans le domaine (1). Or 
D(z, Ty Le ET S Sn) = me Yns Zn) ae 


Der De va yes ai, g" VA Diz, ee 3 ) 


(11) 


Mais, tant que le point (a, y, =) reste dans S, nous savons que 


D (20; Yas Sn) 
Die, oaiues) 


> 


D (any Yu 5n) 


uy) Dia, y. 


> 
(A) 


& étant un nombre positif indépendant de n. Or, la série des inté- 

grales (10) étendues aux variétés S, successives est convergente, 

puisque la somme d’un nombre quelconque de termes est inférieure 

au produit par p de la méme intégrale étendue au domaine (D) qui 

correspond au domaine (1) dans l’espace où les coordonnées sont x, 
y et s. Donc, pour le point A, la série 


2 


SS D(2n, Vns 3n) 


Dit" yi 4 
est convergente. 
; ‘ : D(X, Y, Z) 
Le théoréme sur le rapport des valeurs du déterminant Dors 


en deux points d’une région R intérieure au domaine (1) montre que 
cette série est uniformément convergente dans toute région R inté- 
rieure au domaine (1). 

Il suit de là que la proposition énoncée sur la série (9) est exacte. 
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DOR (7,7, z) une fonction rationnelle n'ayant aucun point 
ne dans (D) ni sur sa frontiére : la valeur absolue de cette 
anne est bornée dans (D), c’est-à-dire dans le domaine (I) quand 
on revient à g, A, g’. La série 


r=+ © 


| D(2,, Yn Sn) 
(13) D Er | (ue 
est uniformément convergente dans toute la région intérieure au 
domaine (D); sa somme est donc une fonction holomorphe de x, y, 5 
dans le domaine (D), ou de g, A, g’ dans le domaine (I). Nous la dési- 
gnerons par O(g, A, g'): 
<< D( # 
(4) O(g, hy s')= À Re ym an) | pees | 
5 4 2 3 D(z, y, 3) 
Soit (g,, An, 8,) le point transformé de (g, A, g') par la transfor- 
mation T,. Nous aurons 
/ D( 2, Yn 5) ke 
— ! ee 
(15) BG nn) Ole A, o')| preter | 
Des considérations toutes pareilles à celles que M. Picard a em- 
ployées pour les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes per- 
mettent de voir que, si k est assez grand, la fonction © n’est pas iden- 
tiquement nulle. 


8. Le quotient de deux fonctions © correspondant au même entier # 
fournira une fonction invariante par les transformations du groupe 
discontinu considéré et se comportant dans le domaine (1) comme 
une fonction rationnelle. Des considérations du même genre qu'il ya 
un instant démontrent qu’on peut toujours s'arranger pour que cette 
fonction ne soit pas constante. 


9. Les termes de la série (13) ne peuvent pas devenir infinis dans le 
domaine (1), mais ils peuvent devenir infinis en dehors de ce domaine. 
Das Vns Sn) 


n particulier, a des singularités en dehors de 
D(x,7,2) °°" P | 5 


Le facteur 


ce domaine. 
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Soit P un point situé en dehors du domaine (1); nous supposerons 
que le groupe est tel qu’on puisse enfermer P dans une région R assez 
D(2n Yn Zn) 

D(z, 7,2) 
cette région soient en nombre fini. Nous allons voir que la série (g) est 
absolument et uniformément convergente dans toute région intérieure 
ala région R, abstraction faite des termes qui ont des singularités dans 
cette région. 

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les termes qui ont des 
singularités dans la région R étant en nombre fini, leur somme est une 
fonction rationnelle. 

Passons aux autres termes. Soient X, Y, Z les transformés de a, y, z 
par une transformation (T) quelconque : je suppose les coefficients a,, 
DEXYYS 
D(z, y, 3) 
l’intérieur de R, mais puisse en avoir sur la frontière : l’ensemble des 
valeurs possibles de a,, a,, ..'., d, est un ensemble fermé. Soit alors A 
un point quelconque du domaine (I); le rapport 


hese 


fe = 
D(z, Ne) z) \A) 


petite pour que les quantités. qui ont des singularités dans 


a,, ..., d, Choisis de manière que n’ait pas de singularité a 


> 


qui ne peut devenir infini, reste inférieur à un nombre fixe M. On peut 
même remplacer le point P par un point P’ variable dans une région 
intérieure à R : la conclusion subsiste. Donc, en particulier, 


Pen Dia ya Sn) 
D(x, y, 2) | D(z, y,%) |a)’ 


la série (g) est done absolument et uniformément convergente pour 
les points P’. 


10. On peut alors choisir la fonction rationnelle R(a,y, 3), de 
manière que le nombre des valeurs de n pour lesquelles la fonc- 
tion R(æ,,Yn; 31) a des singularités dans une région suffisamment 
petite entourant le point P soit fini, et pour que, pour les autres 
valeurs de n, cette fonction reste, en valeur absolue, inférieure à un 
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nombre fixe. Alors la série (13) est absolument et uniformément 
convergente dans une région suffisamment petite entourant le point P, 
abstraction faite des termes qui y deviennent infinis : la somme de 


cette série se comporte, dans cette région, comme une fonction ration- 
nelle. 


11. Sila région qu’on vient de définir pénètre dans le domaine (1), 
la fonction @(g,h, g’) est prolongeable analytiquement dans cette 
région et est uniforme tant que le point g, k, g’ reste dans cette région 
et dans le domaine (1). On peut en dire autant du quotient de deux 
fonctions © de cette sorte, qui est une fonction invariante par les 
substitutions du groupe : cette fonction invariante se comporte comme 
une fonction rationnelle dans tout le domaine ainsi défini. 

Dans tous les cas les fonctions © et les fonctions invariantes que 
nous en avons déduites sont toujours uniformes dans le domaine (1), 
où les fonctions O(g, A, g’) sont holomorphes, et où les fonctions inva- 
riantes se comportent comme des fonctions rationnelles. 


12. Dans tout ce que nous avons dit, nous n’avons pas parlé des 
points à l'infini. Soit f(g, 2, g’) une fonction des trois variables g, 
Ah, g’; quand dirons-nous qu’elle est régulière en un point à l’infini de 
coordonnées homogènes 0, a5, £3, ,, X;? Soit T une transformation (T) 
amenant ce point à distance finie; soient G, H, G’ les transformés 
de g, 4, g’, la fonction f(g, A, g’) devient une fonction F(G, H, G’); 
nous dirons que la fonction f est régulière au point a l’infini considéré 
si la fonction F est régulière au point transformé de ce point à l'infini. 
De même, nous dirons que la fonction fa une singularité essentielle 
ou non essentielle en ce point à l'infini, suivant que F aura elle-même 
une singularité essentielle ou non essentielle au point correspondant. 
Il est clair que cette définition n’est pas contradictoire avec elle-même ; 
l'arbitraire laissé dans la transformation T n’influe pas sur le com- 
portement de la fonction F au point transformé du point à l'infini 
donné. 

Si le point à l'infini est tel que, dans une région ayant ce point à son 
intérieur, il n’y ait qu’un nombre fini de termes de la série (9) qui 
présentent des singularités, on pourra construire des fonctions © 
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et des fonctions invariantes par le groupe qui se comportent dans cette 
région comme des fonctions rationnelles. 


13. Comme première application, considérons le groupe des puis- 
sances d’une transformation du premier type. Nous pourrons supposer 
que cette transformation est de la forme canonique; nous supposerons 
encore qu'on a 

Imi LNEZS 
D( ny Yns 57), Ay 
D(z, y, 4) 
lieu de prendre pour x, y et = les valeurs données plus haut, nous 
prendrons toutefois 


Cherchons la distribution des infinis des expressions 


CEE ET 


G, H, G sont les transformés de g, A, g’ par une transformation T telle 
que les expressions de x, y, s en fonction de g, A, g’ aient toutes au 
dénominateur un terme constant et un terme en gg’ — A? non nuls. 
Alors, on constate que les infinis s’accumulent seulement au voisinage 
des variétés æ, =o et 2;=0, en employant les coordonnées homo- 
gènes. On peut, en choisissant convenablement la fonction ration- 
nelle R(x, y, 3), faire en sorte qu’il en soit de même pour ces infinis, 
et que la condition relative à la valeur absolue de cette fonction soit 
aussi remplie; il suffit de prendre, par exemple, 


Ria, 7, 2) = PC D 5) Bi Bag + 98h + Bug + Bilgg"— h)] 


? 
O1— G+ 2a,h + ag’ + «(gg — h?) 


la fonction P étant un polynome en x, y, s et le dénominateur étant 
une fonction de la forme (1), le point a, x, Gey May 2 appartenant au 
domaine (III’), et «, et «, étant tous deux différents de zéro; B,, Ba, Bs, 
8,, 8; sont des nombres réels, satisfaisant à la condition | | 


B1B5+ BB: + B3 =o 
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et tels que la fonction 


Bi— Bog +26, h +B,g' + Bises h*) 
U—%g + 20h + a, 2'+ a;(gg —h?) 
if . = par une certaine transformation (T). On peut 
d’ailleurs prendre R d’une façon différente. Les fonctions @(g, k, g’) 
ainsi obtenues n'auront pas d’autres singularités essentielles que les 
variétés x,=o et æ,—0o; les fonctions invariantes non plus : ces 
fonctions seront uniformes partout où elles existent. Les variétés 
précédentes seront bien effectivement des singularités essentielles 
pour ces fonctions, par exemple si les fonctions R sont choisies de 
manière que les points où les fonctions © du numérateur et du déno- 
minateur deviennent infinis ne soient pas les mêmes. 

Il importe de remarquer que ces singularités essentielles dépendent 
dans une certaine mesure de la façon d'opérer. Ainsi, si l’on avait pris 
pour x, y et = les valeurs données par la formule (6), les points où 


les déterminants ? C7» 2) 

| D(z, y, 2) 
au voisinage des variétés æ, = 0, x, ==0 et x, = 0. De mème, le choix 
de la fonction R(x, y, =) a une influence sur la position de ces singu- 
larités. 

On remarque aussi que les singularités essentielles pénètrent néces- 
sairement dans le polyèdre fondamental, puisque les points qui ne 
font partie d'aucun polyèdre sont les points de deux variétés à deux 
dimensions seulement. 


est la transformée de 


deviennent infinis se seraient accumulés 


14. Comme autre application, prenons le groupe des puissances 
d’une transformation du quatrième type, que nous mettrons sous la 
forme canonique. En prenant x, y et z comme dans l'exemple précé- 
dent, et en choisissant R(x, y, z) convenablement, on constate que 
les singularités essentielles des fonctions @ et des functions invariantes 
sont encore les points des deux variétés 


C10 et Ls Oe 
Si l'on a pris pour centre du premier polyèdre fondamental le point 


= RE", W=0; 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Novemore 1915. 45 
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ces points ne font partie d'aucun polyédre; il y a seulement exception 
pour les points de la variété 
Li —=Ls— 0; 


5 


qui font partie du contour de tous les polyèdres. 


15. Nous venons de voir que, pour le groupe formé des puissances 
d’une transformation du premier type, les singularités essentielles ne 
sont pas les mêmes pour toutes nos fonctions @, ni par suite pour 
toutes les fonctions invariantes que nous en déduisons. Supposons la 
transformation du premier type mise sous forme canonique, et plaçons- 


nous dans le cas où 
[ri] > [72] >1- 


Considérons une fonction f(g,h,g'), obtenue par n’importe quel 
moyen, et qui ne change pas quand on fait sur g, A, g’ la transfor- 
mation donnée : nous supposerons cette fonction uniforme dans le 
domaine (1), où elle se comporte de plus comme une fonction ration- 
nelle. Nous allons voir qu’alors : ou bien tous les points de la variété 


qui sont dans le domaine (III) sont des points singuliers de la fonction ; 
ou bien tous les points de la variété 


TLTe— LTs— O 


qui sont dans le domaine (IIL) sont des points singuliers de la fone- 
tion; ou bien la fonction prend la mème valeur en tous les points de 
ces deux variétés situés dans le domaine (IL) et où elle est holo- 
morphe. 

Supposons.en effet qu’il y ait à la fois, dans le domaine (III), un 
point de chacune de ces variétés pour lequel la fonction soit holo- 
morphe. Soient o, &, £,, &,, 6, les coordonnées de celui qui est sur la 
variété æ,— 0; on peut supposer que &, n’est pas nul, car, si en un 
point la fonction est homolorphe, elle est holomorphe en tous les points 
voisins : nous prendrons donc £, = 1; les coordonnés du point seront 


done (0,6, &, 1, 6). Pour le point de la variété æ,=x,=0, niæ,, 


PR RE 
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niæ,ne sontnuls; nous appellerons (A, 0,0, 1, 0) ses coordonnées. 


Nous allons démontrer qu’en ces deux points la fonction prend la 
même valeur. 


Soit € un nombre positif donné à l'avance ; nous allons faire voir qu’il 
existe un point de coordonnées (x,,æ,, 73,1, æ,) du domaine (D) et 
un entier » tels qu’on ait les inégalités 


(16) |a,|<e, |v2— bs] <e, |7,—&|<e, |zs—E|<e, 


et les inégalités 


2n 
*2n 
ri 


Xs 
2h 
ri 


(17) | r3"a,—Al<e, < £; 


<6, <é 


| ry Xs 
alt 
ri 


Tout d’abord, le point (0, &, &, 1,Ë,) étant dans le domaine (III); 
ona 
bot Eon + 263 Ë30 = 03 
mais ona déja 
E+ =0; 
done 
(b= él =O; 


donc &, et £, sont réels. De plus, le coefficient de x dans Ë, est positif : 
car, s'il était nul, le point serait réel; et s’il était négatif, on voit faci- 
lement que le point serait dans le domaine (IIl’). Pour la même 
raison, le coefficient de # dans A est négatif. 

Or, si les inégalités (16) sont satisfaites, il existe un entier 7, 
déterminé quand on connaît ¢, et tel que si » est supérieur à 7,, les 
trois derniéres inégalités (17) sont satisfaites. D’autre part, on peut 


ts eee te tide À 
prendre 2, assez grand pour que l'inégalité 227, entraîne que ran est, 


. ee : € 
en valeur absolue, inférieur au plus petit des nombres € et El Alors, 
5 
n étant un entier supérieur à n,, nous prendrons 
— À L 
Pet 
puis 
y Ls, — Es, Ty —= Es; 
enfin 
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On constate immédiatement que les inégalités (16) et (17) sont toutes 
satisfaites. De plus, on a, comme il le faut, 


LU, l,+ Lit 230; 


enfin, calculons 2,25) + %)9%5 + Vy + Voy + 2%3%39; NOUS trouvons 


—* SF (Es — Es) 


qui est négatif. Le point (æ,,2,,æ%,, 1,æ,) appartient donc à l’un des 
domaines (1) et (1); comme, d’après les inégalités (16), il est très 
voisin d’un point du domaine (III), il appartient au a (1); on 
peut d’ailleurs le vérifier directement. 

Or, la fonction f(g, A, g’) prend la même valeur aux points de coor- 
données homogénes 


MN pld n,n TM ji nN > 
(By Vay Lis dar et (Fee ete Ce Ses TP 


qui sont tous deux dans le domaine (1). Or, si € est assez petit, cette 
valeur commune est, d’après les inégalités (16), aussi voisine qu’on 
veut de la valeur de la fonction au point (0, &, 3, 1,&); d’après les 
inégalités (17), elle est aussi voisine qu’on veut de la valeur de la 
fonction au point (A, 0, 0, 1,0); a en ces deux points, la fonction 
prend la méme valeur. 

Comme ces deux points sont quelconques sur les variétés æ, = o 
et x,—=#;=0, pourvu que la fonction y soit holomorphe, la propo- 
sition énoncée en résulte immédiatement. 
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CHAPITRE VI. 


LE GROUPE ARITHMÉTIQUE. 


I. — Définition et premières propriétés. 


1. Le groupe arithmétique est le groupe des transformations (T) 
pour lesquelles les éléments du tableau 


sont tous des nombres entiers. 
Il est évident que l’ensemble de ces transformations est bien un 
groupe. 


2. Nous allons montrer que les substitutions fondamentales du 
groupe, c’est-à-dire celles qui par leurs produits engendrent toutes 
les autres, sont les quatre suivantes : 


FO re) ty (ORO. OS 

OT (6) ra) OF 2 Ono 
Sy — ) 3;={ , 

[ie Xo} I ce) | Oath of O 

Oo fo) I Ee tO Orn 

o O0 —I oO 08 To Oo 

Ont re) NON 00 
= ñ SS . 

I (eo) Cin Coy 8) 

Oo Oo Oo I OO 100 


Les substitutions S, et S, sont des cas particuliers de celles que nous 
avons désignées sous ce nom (Chap. 1, § I, 3); les substitutions S, 


et S, sont les mêmes. 
Pour la commodité de la démonstration, nous introduirons encore 


sa 


= 


S19 —- 


Sie = 
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les substitutions suivantes : 


I fe) O fa) 1 o On 40 
0 Oo fe) —I ss. § o I 0 86—O 
BO eae roy Xo} I fo) ; Ma meth hee 0-0 I fe) 
one 0 Oo j 0° LAGS ia 
| 0 Oo o —t! NO LOO 
O —I O0 oO 
Oo “—p —J fe) io repo ae 
S5S,8;8,5;=. a : 5 ; Se ng. S? a. 0 I re 
| 6 o fa) o OV 
1 —I fo) o I o I o 
o 1 070 
le) I oO re | ae 
S7'S;S, = à Si 0: S;, = = : 6 
ro) I ro) 0 
fo) I I (oe) ro) I 
| Io Om.) E "CO FORT 
fo) 1 I fe) 
o I I 
; —! FR SAS Se 
S;5,,8; — o 5 i à ’ 13 8 3 8 o o I 0 
oO to) I fe) oO I 


On peut remarquer encore la substitution 


—1 0 () 0 
826,828, — O —1 0 re) 

to) o —1 o 

oO () o —1! 


qui permet de changer à la fois les signes de tous.les éléments a,, a, 
dy, ..., d,; cette opération ne change d’ailleurs pas la transforma- 
tion (T) correspondante. 

Nous nous donnons une substitution (S) quelconque : 


Aa, A, As A 


b, b, bs b, 
S—= : 

Cy Ca Cy Cy 

d, dad, d, d, | 


nous voulons montrer qu’elle peut être obtenue comme produit de 
substitutions S,, S,, S;, S,. Pour cela, nous la multiplierons à droite 
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par certaines de ces substitutions; nous désignerons les résultats par 
la meme notation que la substitution S, mais en indiquant les parti- 
cularités que présentent alors les coefficients a,,a,, ...,d,; finalement, 
nous obtiendrons la substitution unité. 

Nous voulons d’abord annuler c,; si ce coefficient est nul de lui- 
meme, il n’y a rien à faire; s’il n’est pas nul, nous pouvons supposer 
qu’on a 


CAMRNE 


car, dans le cas contraire, nous multiplierions à droite par S,, et nous 
serions ainsi ramenés au cas de l'hypothèse. Sia, est nul, nous multi- 
plions par S,, ce qui ramène au cas où ce, est nul. Sia, n’est pas nul, 
nous multiplions par S%, « étant un entier : cela revient à ajouter aux 
éléments de la troisième ligne les produits par « des éléments corres- 
pondants de la première; on choisira &« de manière qu’on ait 


a 
Jertaa, 1< el ; 


si €, + «a, = 0, le but est atteint; sinon on multipliera par S, et, dans 
la substitution obtenue, on aura encore |a,|<|¢,|; nous avons rem- 
placé ainsi a, et c, par des nombres plus petits en valeur absolue. 
Alors, on recommence les mémes opérations : on voit que a, et c, 
subissent les opérations de la recherche du plus grand commun 
diviseur; au bout d’un certain nombre d’opérations, l’un d’eux divise 
l’autre; alors, 4l’opération suivante, c, est annulé, et a, est égal au 
plus grand commun diviseur des éléments a, et c, de la substitution 
primitive. 

Ces opérations n’ont changé ni la seconde, ni la quatrième ligne. 
Nous opérons maintenant sur celles-ci avec S, et S, comme tout à 
l'heure sur les deux autres avec S, et S,; nous arrivons ainsi à rem- 
placer b, par le plus grand commun diviseur de b, et de d,, et d, par 
zéro. Multiplions alors par S, : nous avons une substitution où b, etc, 
sont nuls; a, et d, ne sont pas nuls ensemble. 

Nous opérons alors sur la première et la quatrième ligne avec les 
substitutions S, et S,, de facon à annuler d,; cela change bien les 
deuxième et troisième lignes, mais 0, et c, restent nuls. Quand d, est 
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nul, a, est égal à + 1, puisque le déterminant des coefficients est égal 
= . [eee . 

à un; en changeant au besoin tous les signes, comme c est permis, 

nous arrivons à une substitution de la forme 


I Ge de le 


one 
3 
° 
ao 
iz) 
5 


. 


d’ailleurs, les relations entre ces éléments prouvent que 
C= Ci = O0, C3—15 


‘la substitution s’écrit donc 


See oS 
© 
© 


En nous servant de S, etdeS,, nous pouvons maintenant annuler d, ; 


alors ona 
o5aj(= 1: 


en multipliant au besoin par S,, on a donc 
= a. ls 
de plus 


Ag+ A:=0% 


Multiplions alors par S?,; nous annulons a, et nous parvenons ainsi à 
la forme | 


Oo I L 
a bi — Sn Gos Su 
141225 
V0 I 
|° a ela 


Notre proposition est done démontrée; les quatre substitutions 
indiquées sont bien fondamentales. 


3. Toute transformation T du groupe arithmétique est une transfor- 
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mation a coefficients entiers de la forme quadratique 
Ti Ts + LyX, + Li 


en elle-même. Nous voulons nous demander si toute transformation à 
coefficients entiers de cette forme quadratique en elle-même est une 
transformation du groupe arithmétique. Avant de répondre à cette 
question, nous établirons le lemme suivant : 


Étant donnés six nombres entiers premiers entre eux, A,,, À,,, A,,, 
A3 As,, Ay,, satisfaisant à la relation 


Aus A3 + Ao3A,,— Ay3Ae,= 0, 
_ul existe deux systèmes de quatre nombres entiers 


Hig lie To Ope 


Lee A POELE RL 
f : ' É 
tels qu'on ait les six relations 
Minj— Min; = Aj; (i, J Sal, 2, S NET). 


. Pour le démontrer, nons allons résoudre le probleme de la recherche 
de ces huit entiers. Supposons d'abord le problème résolu : nous 
connaissons un système de huit entiers répondant à la question. Si a, 
b, c, d sont quatre entiers tels que 


ad— bc =1, 
les huit entiers suivants représentent une autre solution : 


am,+ bm, am+bnr:, am;+ bn;, am,+ bn,, 


cm,+dn,, cm,+dn,, cm;+dns, cm,+dn,. 


Soit à le plus grand commun diviseur de m, et de n,; posons 
m=m\0, nie 070: 
On peut prendre a et b tels que 
am, + bn, —=1; 
on posera alors 
Ë | C—=— Ds, == m; : 
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Alors 


am,+ bn; =, cm,+dn,=0. 


Ainsi, pour avoir la solution générale du problème, on peut se borner 
au cas particulier où n, = 0, m, n’étant pas nul. Dans ceci, nous avons 
supposé que m, et », ne sont pas nuls ensemble; si cela arrivait, les 
trois entiers donnés A,,, A,:, A,, Seraient nuls. Réciproquement, si 
ces trois entiers sont nuls, comme l’un au moins des entiers A,;, À,;, 
A,, n’est pas nul, m, et », sont forcément tous deux nuls. Nous revien- 
drons plus loin sur ce cas. 
Supposons donc A,,, A,,, A,, non nuls ensemble, et 


fh, == 0: 


Alors m, est visiblement un diviseur commun des entiers À,,, A,3, Ay,3 
c’est même leur plus grand commmun diviseur,'car si ce plus grand 
commun diviseur était m,p, l’entier p serait un diviseur commun à »;, 
an; etan,, donc 4A,;, a2A,, et à A;, : les six entiers A, Ay, Au, 
A.;, Ass A;, ne seraient pas premiers entre eux, sauf dans le cas 
Opa ie 

Donc m, est le plus grand nombre commun diviseur de A,,, de A,, 
et de A,,; on a alors 


= Pa = ——) n; = —) a,=——: 


Restent a déterminer m,, m,, m,; pour cela, nous avons les trois 
équations : 
3 Mo — No M A, 
ny Mo — No My = À, 


N,mM,— NM = As. 


Ces trois équations reviennent à deux seulement; car, en multipliant 
les deux membres de la première par A,,, ceux de la seconde par—A,,, 
ceux de la troisième par A,,, et en ajoutant, on trouve une identité. Si 
donc »,, par exemple, n’est pas nul, on peut se borner à garder les 
deux premières équations. On arrive ainsi à un problème connu 


d'analyse diophantine. Les trois déterminants de ces deux équations 
sont 
— Ness Nan, NE 


————— EU 


~ 
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leur plus grand commun diviseur est n,. Les déterminants caracté- 
ristiques sont 


n3Ao,— Nos — NoÂys, MoAgs: 
4 23 5 


les deux derniers sont divisibles par n, ; le premier aussi, car il s’écrit 
encore 


I I 
7 uae A1 — Ay, Ags) = penta = Ne Az. 


Done, il existe trois entiers m,, m,, m, satisfaisant à ces équations. 


CDN Te . . PAT 20 F 
Si l’on a une solution, la solution la plus générale est formée des 
nombres | 


Mo + À Pa, M3 + Ans, Mmi,+ AR, 


À étant un entier arbitraire. 
Le système le plus général de huit entiers satisfaisant à la question 
sera alors 


AM, am,+bn,, am;s+bn;, am,+bn;, 


CM, CM + dns, CM;+dn;s, cm,+dn,, 


avec la condition ad — be =1; on n’augmente pas la généralité en 
introduisant l’entier À. 
Si A,,, A,3, A,, étaient tous les trois nuls, il faudrait, nous l'avons 


vu, prendre 
gol — 0 


Mais l’un des entiers A,,, A,,, A;, n’est pas nul; supposons que ce 
soit A,,: alors m, etn, ne sont pas nuls ensemble; l’analyse précédente 
s'applique quand on a permuté les indices 1 et 2. 
Notre lemme est donc démontré. 
. On trouverait de la même façon p systèmes de r entiers 
mi GE NDS Pad. es T3 Top) 
quand on donne les déterminants d'ordre p formés avec les éléments 
où j ap valeurs distinctes quelconques, les valeurs données des déter- 
minants étant liées par les relations qui existent nécessairement entre 


ces déterminants. 
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4. Soit done 
X= Dap 
X,= 26,2; 
(1) X3= 2 yx; GSifajsylyey 
Xÿ='Z0re: 
| Xp 2e; 


une transformation de déterminant un à coefficients entiers de la forme 
quadratique æ,æ,+ x, a, + x; en elle-même. 
On a la relation 
ot Es + By d+yi=0; 

d’ailleurs «,, 8,, y,, 6, €, sont premiers entre eux. Il existe donc deux 
systèmes de quatre entiers 

das. Oy, CG, di, 

ex. Var Lai du, 
tels que 
(abs =, (bc, (acha=— (bd) = y (ad) = ds (Cdhr =. 


Il existe alors une substitution (S) telle que les deux premières colonnes 
du tableau des coefficients soient formées des nombres entiers ainsi 
trouvés. Pour le démontrer, il n'y a qu’à remplacer les nombres des 
deux autres colonnes par des indéterminées, et à procéder comme 
quand on a démontré que toute substitution (S) est un produit des 
substitutions S,, S,, S,, S$: quand on aura annulé b,, c,, d,, le 
nombre a, sera nécessairement égal à +1, car les quatre entiers dont 
on est parti étaient premiers entre eux; on peut donc faire que ce soit 
un; quand, ensuite, on aura annulé d,, on aura aussi 6, = + 1, puisque 
les six déterminants formés avec les deux premières colonnes sont pre- 
miers entre eux. Enfin, on annule a,. Nous avons donc ramené les deux 
premières colonnes à être 


_ 


oO 


I 


hat © ER 


fe) 
0 ; 


nous prenons alors, pour les deux dernières, tous les éléments nuls, 
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sauf quec, = d, = 1 (la solution la plus générale consisterait à prendre 
¢;=d,=1, c,=d,=0, a, et b, quelconques, et a, = b, = un entier 
quelconque); nous répétons alors les mêmes opérations en sens 
inverse, et nous obtenons une substitution (S) ayant les deux pre- 
mières colonnes indiquées. Soit T la transformation (T) correspon - 
dante; multiplions la transformation (1) par T~'; nous arrivons à 
“une transformation où 


py 10s se Ege Oy Oy an. 


Comme c’est toujours une transformation en elle-méme de la 
forme x,x, + æ,x,+ x7, on a aussi 


E2 —E3—E,;—0O, Es — I, 


Considérons alors la substitution (S) correspondant au tableau 


I 0 Os Soa Ys 
SR Oe ae Le 
010 I 0 : 
O0 re) I 


et multiplions la transformation à laquelle nous sommes parvenus 
par l’inverse de la transformation (T) correspondante; nous arrivons à 
une transformation telle que 


X,=%, 

Xo= Bite + Bars + By ry, 
X3= Velo + Ys%at Yade, 
Xi dti + dd + dir 


X;= Xs. 


Ainsi 2, x, et x, sont seuls changés; ils subissent une transformation 
changeant en elle-même la forme æ,x,+x;. Donc, si 8, est positif, 
cette transformation est de la forme 


Xi= ad, + 2ab 2,—6' x; 
X,;= acx,+(ad+ bc)x;— bdx,, 


Ki Cr, 2acd v+ dx, 
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a, b, c, d étant des entiers tels que 


ad = bc =1; 


ceci est la substitution (T) correspondant au tableau 


RE” C oO fo) 
\o a 0 fo) . 
EE A bile 


LO: Queneau 


dans ce cas, la substitution (1) appartenait done au groupe arithmé- 
tique. Si 8, est négatif, on voit de même que la solution (1) est le 
produit d'une transformation (T) du groupe arithmétique par la trans- 
formation 


(2) X= a, X,=— 2, X;= 2s, X,=— x, X;= 5, 


qui n’est pas une transformation (T). 
Ainsi, la transformation (1) appartient au groupe arithmétique si c’est 
une trans formation (T ). 


II. — Polyédre fondamental. 


Nous nous proposons de trouver le polyèdre fondamental du groupe 
arithmétique; nous démontrerons en chemin que ce groupe est effec- 
tivement discontinu dans le domaine (I). 

Le polyédre fondamental que nous trouverons n’est pas celui dont 


l'existence a été démontrée (Chap. II); nous l’obtiendrons par une 
méthode un peu différente. 


1. Lemme. — Considérons la variété invariante de centre g = Ne 
h= 0, 


(3) 1+ gg+ahh+ g'8 9+ (gg — h*) (8080 — h3) — 4p(GG' — He) =0, 


où y est plus grand que un. Les points du domaine (1) pour lesquels 
GG’ — 3° est maximum ou minimum sur cette variété sont les deux points 
pour lesquels h est nul, g et g' étant égaux et purement imaginaires. 
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. Pour le voir, nous poserons 


2tu 
=f; 
2 but 
2 
(4) uoée # 
t—u 
t ul 
I peace À 
t—u 


k, t, u sont de nouvelles variables destinées à remplacer g, 2, g’; elles 


: 
s'expriment d’ailleurs au moyen de ces anciennes variables par les 
relations 


(5) = (gg'—h), 1=-Ë usr 


L’équation de la variété devient 


2kk 
(6) leon (1 + u)(b + uy) +2] 


is 5 . atu + 2t,Uy— (f+ u) (b+ Uy) 
+ pe | — RE — 9 ke —— * 0. 0 0 oT = 
#| Fe (€— W) (fo — Uo) 


Nous savons déjà que cette variété est lout entière située dans le 
domaine (I), et à distance finie : donc, sur cette variété, GG — 3c? atteint 
effectivement un maximum et un minimum. 

Tout d’abord, pour ce maximum et ce minimum, fest réel ; en effet, 
supposons que, sans changer ni ¢, ni uw, ni |#|, on rende & réel; 
GG’ — 3? augmente; d’autre part, le premier membre de l’équation de 
la variété devient négatif, c’est-a-dire que nous sommes en un point 
intérieur à la variété : si nous faisons alors croître le nombre réel &, 
qu’on peut supposer positif, GG’ — 3%? croitra encore, et le premier 
membre de l'équation finira par s’annuler : donc, si # est imaginaire, 
nous savons trouver sur la variété un point où GG’ — 5%? est plus grand; 
done nous ne sommes pas à l’endroit du maximum. 

Pour voir qu'il en est de même pour le minimum, il suffit, après 
avoir rendu # positif, de le diminuer de manière à ramener GG" — x a 
sa valeur initiale: on constate encore qu’on est à l'intérieur de la 
variété, et l’on achève comme pour le maximum. 
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Supposons donc # réel; l’équation (6) devient 


tu touo+(t+u)(to+ Uy) +2 a) RCE — Lo) (u — Uo) __ 


(PL Sy eins (t—u)(t— uy) 2 (¢—2) (y= ee 


Je dis maintenant que, pour le maximum et le minimum, £ et u sont 
purement imaginaires. En effet, sans toucher à leurs parties imagi- 
naires, supprimons leurs parties réelles, s’il y ena: (4—u)(t, — us) 
diminue ou reste constant; diminuons 4? de manière que GG — #? ne 
change pas; on constate que le premier membre de l'équation (7) devient 
négatif (et non nul, car tut,u, a diminué); nous sommes donc entrés 
à l’intérieur de la variété; on voit alors comme plus haut qu'il y a sur la 
variété des points pour lesquels GG’ — 3%? est soit plus grand, soit plus 
petit qu’au point de départ. 

Supposons donc ¢ et u purement imaginaires, et posons 


tt, u—— if, 
æ et B étant réels. L’équation (7) devient 


20°B?+ (a—B)?+ 2 
(a+ 6)? 


(8) 1+ + 2k —16pkh?-—_ — 0. 


A. De 

(a + B)? 

Je dis maintenant que « et 8 doivent être égaux. En effet, l’équa- 
tion (8) elle-méme montre qu’ils sont de méme signe : nous pouvons 
les rendre égaux, s’ils ne l’étaient déjà, sans dos LR ap cela 
diminue & + $?; diminuons #, pour ne pas changer GG — 3¢?: on voit 
alors qu ‘on pénètre à l’intérieur de la variété: il n "ya Te ni maxi- 
mum ni minimum pour & =£ B; donc à — GB. 

Les résultats obtenus jusqu'ici montrent que g et g’ doivent être 
purement imaginaires, et que A doit être nul. L’équation de la variété 


devient alors 
RE sv (? G/?— &pGg'= 


Ceci peut s’écrire des deux pam suivantes : 


(G+ Gt = GG? + (ap + GG —1, 
(G — G' 2? =— G?G”? + 2(2 p—1)GGt—0. 


Si l'on se donne $y’, on a ainsi § + §” et § — G’, done G et G’; pour que 
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le problème soit possible, il est nécessaire et suffisant que la valeur 
de (G— G’)? soit positive; donc, la plus grande et la plus petite valeur 
de GG’ sont les deux racines de l'équation 


mor 2h60 ——1 = 0; 
‘elles rendent § et 4” égaux ; c’est ce que nous voulions démontrer. 
2. Il résulte de là que, pour que la variété (3) ait au moins un point 
_de sa surface ou de son intérieur sur la variété 
GG! — 3e = ke, 
il est nécessaire et suffisant qu'on ait 


(1+ k?)? 
ee TEE #4 
(9) Le 


Considérons maintenant la variété 


(10) Ja, Es +2, & +223 Es +a, E + x & |? 


ar | 2 Eso La Ey + 223 Exot dy Exot Ls 19? 


Bot ers 
— GF (Li Lio + Ly Ls + Ly Hyp + Loy Ly + 2X3 X3q) 
4 


X (Es Exot Erobs + bs Exot boob, + 2 Es Eso) =O, 


: 
et supposons que pour le centre (&,, 5, 5, &4,§) on ait 
rÉ E1Ë50 + Eres + É2Ë40 + Eats 263 650 = — 4 Es Ero. 


Comment doit être choisi u pour que cette variété ait à son intérieur ou 
sur son contour un point où 


GG'— I= 12? 


Remarquons que la transformation (T) correspondant au tableau 


d c =) 
| tab a 0) 0 Tres 
à RS Men MO ei) 
pee cyan €  d 


permet de transformer le point g=g’=7, À —o en un point quel- 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIL. — DécEuBRE 1910. 47 
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conque de GG — xe? = 1; en effet, le transformé de ce point est 


G =) t( a4 44:07) he, 
H =—i(ac+ bd) +}, 
i= Herr) 


4 


De plus, cette transformation conserve GG’ — %?. Done, la variété (10) 


pouvant étre changée par la transformation (11) dans la variété (3), 
elle atteindra la variété 94” — 3¢?= #4? pour les mêmes valeurs de ge, 


données par la relation (9). 
Supposons maintenant que le centre de la variété (10) soit sur la 


variété | 


GG' — 3? = a. 
Par la transformation 


on ramène le centre sur GG’ — 3%? = 1; d’ailleurs, pour tous les points, 
GG’ — xe? est divisé par «?. Donc, pour que la variété (10), de centre 
sur 4G’ — 3°? = a, atteigne la variété GG’ — 3e? = Æ?, il est nécessaire 
et suffisant qu’on ait 


k2\2 
(12) (+3) we ech 
P= PE 7 420 3 


3. Cherchons les transformations les plus générales qui changent 
identiquement l'expression GG'— 3e? en elle-méme. Il est nécessaire et 
suffisant qu’on ait, en désignant toujours les coefficients par la même 
notation, 


(ab}a=+r, (ab;3=(abh, = (ab); = (ab) = (ab)3,= 0. 


Par suite 5 


Supposons d’abord qu'on ait 


(ab) = jie 


ee 


TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 371 


alors la transformation la plus générale est la transformation (11), c’est- 
à-dire 


ac, 0 0 a 0 0 o 

b a fo) (0) Ol ME 
(13) < | 

0 o a — b Saal PW RD) 

(6) NORMES NT |: Bo ort 


Supposons maintenant qu’on ait 


(ab 3 —=—1; 
on posera alors 
a=d, ds: —0, bi =— b, b; = — a, 
avec la condition 
ad — bc—=:1; 


on trouvera alors comme transformation la plus générale jouissant de 
la propriété demandée 


ao AO to) SO OL nO 1 Oo 0) 
Dao fo) | o —1 0 oO OM OO 
(14) 0 0 a —b és fe) ft.) is ae Sa eS. 
0 o —c d | fe) o —I VeiB no: 1 


En résumé, la transformation la plus générale jouissant de la 
propriété de conserver GG’ — 3¢* s’obtient en prenant la transforma- 


tion 


ah fa) fo} 
b a fe) o | 
ad — bc = 1), 
(15) FR Sp ( 
SC) VS al 


‘ec O 
o —1 0 
(16) = | 
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et enfin de 


(17) | a 
GR ee 

Ces transformations donnent respectivement pour G, H, G' les valeurs 

suivantes : 


G= ag— 2abh +b*g, 
(15°) H =— acg + (ad + bc)h— bdg', 
T= Cy—  acdh "+de: 
G= 8, 
(16) H——», 
G'= 8"; 
Gog +x, 
(174) H=h +7, 
G’= g'+ 6 


Pour que le produitappartienne au groupe arithmétique, il est néces- 
saire et suffisant que a, b, c, d, «, 8, y soient entiers. © 


4. Quelle est la valeur de §G’— x? pour le transformé du 
point g= g’=1, h =o par une substitution (T)? On trouve que c’est 


8 GO IC es ee ee ee ee PP RS TU 
Si Be [(ab)12— (ab)s, ? + [ (4b) 1,— (ab) P 


Posons 
(19) (abs, (abs, (ab) 3= a5, (ab, = &, (ab) = Os 5 
la valeur précédente devient 


ESR ee OM ON hs 
(%1— as) + (a.—a,)? a+ a2 + a+ a? +a? 


Si la transformation (T) appartient au groupe arithmétique, la valeur 
trouvée est l'inverse d’un nombre entier positif; elle a donc un maxi- 
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. | . I 
mum, qui est un; la plus grande valeur au-dessous de celle-ci est —» 


et ainsi de suite. 

Pour que 9G’ — 3° soit égal à un, il est nécessaire et suffisant que 
trois des nombres «,, #,, «,, «; soient nuls, le dernier étant égal 
à +1; «, doit aussi être nul. On trouve comme substitution correspon- 
dante l’une des suivantes : à 


i nO 10) OR OP Zi: oO 
Ow) oO Ont 0 O 
Or OT O f I O G ; 
Oo oO oO I OO O I 
Pe Osco) Lo) O0 oO — J 
O0 EL oO ==! oO 
OF SO) st : Oh oO 16) : 
OI oO a) (9) oO 


suivie de la transformation la plus générale qui conserve GG — 3¢?. On 
remarque tout de suite que le point g= g’ =1, h =o est changé ainsi 
en un point à coordonnées entières complexes, c’est-à-dire en un point 
qui n’en est pas aussi voisin qu’on veut; d’autre part, les transfor- 
mations qui l’amènent en dehors de GG’ — x°*=—1 ne le changent pas 
non plus en un point aussi voisin qu’on veut; donc (Chap. II, § III), 
le groupe arithmétique est discontinu dans le domaine (1). 

Cherchons maintenant la transformation la plus générale pour 
laquelle le transformé du point g = g’=7, h=o est sur la variété 

I 


Oa ere 


n étant entier. On doit avoir 
(Eos a, PP 3 Bat of + ain, 


ce qui donne un nombre dimité de systèmes de valeurs de &,, «,, a, 
a,, & (d’ailleurs n doit être une somme de deux carrés); on trouve 
alors un nombre /imité de substitutions, qu’il faut faire suivre de la 
transformation la plus générale conservant GG — 3¢*, 


» 
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5. Nous allons voir maintenant que, pour les transformées par le 
groupe arithmétique d'un point P quelconque du domaine (1), GG’ — %? 
ne peut pas dépasser un certain maximum qu'il atteint Se A 

En effet, considérons la variété V, de centre g=g =7, k= 0, qui 
passe par P. Les transformés de P se trouvent sur les variétés trans- 
formées de celle-ci. Mais, pour la variété V, GG’ — 3e? a un maximum 
que nous avons appris à calculer; pour les variétés transformées, 
GG’— 3%? reste inférieur ou égal à ce maximum; donc, nous voyons 
déjà que, pour les transformés de P, GG’ — 3¢* est borné. 

Supposons maintenant que, au point P, on ait : 


GG'— t= kt. 


Cherchons toutes les valeurs supérieures à 4? que peut prendre GG’— 3e* 
pour les transformés de P. Soient 1 et & les valeurs des paramètres A 
et u auxquelles correspond la variété V. Pour qu’une transformation 
amenant g = g’=2, h =o sur la variété 


GG'— 3? = — 
vo n 


permette à la variété transformée de V d’atteindre et de dépasser la 
variété | 
GG — JC — ke, 


il est nécessaire et suffisant que l’on ait 
(itkn ye 4kinp. 


Cela fait un nombre dimité de valeurs de n, par suite un nombre limité 
de transformations à faire suivre de la transformation la plus générale 
conservant identiquement §%’ — 3¢?; donc les transformés de P ne 
donneront par ces transformations qu’un nombre limité de valeurs 
a GG — 3°: celles qui seront supérieures à à 4° seront elles-mêmes en 
nombre limité. Done, il y en a une qui est plus grande que toutes mo 
autres. Notre assertion est ainsi démontrée. 


Nous voyons de plus : 1° que la suite des valeurs de GG’ — 3e? ap 
les transformés de P est discontinue; 2° qu'en général, si GG’ — 3e? 
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pour le point P une valeur au moins aussi grande que pour ses trans- 
formés, cette valeur n’est conservée que par les substitutions conser- 
vant identiquement GG’ — 3e? ; il n’y a exception que pour les points P 
d’une infinité dénombrable de variétés. 


6. Supposons que, pour le point P, GG — se? soit au moins aussi 
grand que pour tous ses transformés. Cela veut dire que, quels que 
soient les entiers &,, &,, &,, &,, à premiers entre eux, et satisfaisant 
à la relation 


(21) : is + Aa, + ai — 0, 
on aura, en appelant g, h, 2’ les coordonnées de P, 
(22) | lu— % 8 + 20,4 + ds +es(ge —h*)|21; 


et, sauf pour des points P exceptionnels, l'égalité n’a lieu que pour 


yaa Te Cj Oa Oaths 10. 


4 


Ainsi, tout point a un transformé P satisfaisant à ces inégalités. 
Nous pouvons imposer à ce transformé P les conditions suivantes, 
qui, dans la plupart des cas, le déterminent d’une manière unique : 


: I ; I I 
(23) Os 2ICSG 4, [GIE => IGole=> | 5e,|S—- 


En effet, on a en général tous les points tels que P en appliquant 
successivement à l’un d’eux les transformations (15), (16) ou la trans- 
formation unité, et (17). Or, les transformations (16) et (17) n’altérent 
pas G, ni |3e|, ni 4’. Pour satisfaire aux inégalités (23), il est donc 
nécessaire de choisir la transformation (15) de façon à avoir 


a[FJEGEG', 


ce qui est possible d’une façon et d’une seule, sauf quand une des éga- 
lités a lieu. S'il y a lieu, on fera suivre cette transformation de la trans- 
formation (16), de manière que 3¢ ne soit pas négatif; enfin, on chot- 
sira la transformation (17) de manière a ramener G,, KX), G, dans les 
limites imposées. On voit que l'opération est possible, et ordinaire- 
ment d’une seule façon. | | 
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Les inégalités (22) et (23) déterminent le polyéedre | fondamental du 


groupe arithmétique. 


7. Les inégalités (22) sont en nombre infini; mais on peut n'en 
garder qu'un nombre limité, les autres étant des conséquences de 
celles que l’on conserve et des inégalités (23). 

En effet, supposons que, pour le point P satisfaisant à toutes ces 
inégalités, on ait 

GG'— set ke. 


On tire de 1a et des inégalités (23) 


; RAR à HE a 
Mais on a, d’après les inégalités (22), 


G2 ER > V3 
. M 3 és 2 
Par suite, on aura 
PAL 
~ 3/3 
De plus 
3 
k?= GG'— 3e2> 2 çe'> À 
Jd = 4 JJ = 16 
ou 


Pour gg’ — h?, nous avons 
Ow a. bel D fi I> val 
| 38’ LP = (Go — 13 — GG’ + F2} + (GG + GG — 2 IIH, )?; 


cela nous montre que 


se = mts (a+ =) + € Son 
2 V3 3V3 
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ou bien 
3 16 I 
og! — h? PA — keg Zee. 
| gs ees 24 9 SE A 
Le paramètre p de la variété V de centre g = g’=1, h=o qui passe 
par P a pour valeur 


— 1+ 880+ 2hhyo+ 8! B+ (88 — h)(g80—h), 
A k* : 


les inégalités écrites plus haut nous montrent que 


he as whe 2. 
foe cat a ar 


Si nous transformons cette variété V par une transformation qui 

3 ’ : Vue 1 are 
amène son centre g = g’=1,h=osur la variété GG’ — 3e? = a la variété 
transformée n’a de point sur GG’ — se? = #? que si 


107 ps. 163, 19 ya, 9 
C22 ey ae 


hen = AE , 


en multipliant par 4#?n les deux membres, cette condition devient 


no, 10,19, :) 
(24) (enys (Slee Res Site Dn, 


Si, pour une certaine valeur de 7, l'égalité contraire a lieu pour #2 a 
l'inégalité (22) sera une conséquence des inégalités dont nous venons 
de nous servir quand («,—4a,)*+ (x, —«,)* sera égal à cette valeur 
4 5 2 4 9 

de 7. 

Or, l'inégalité contraire à l'inégalité (24) s'écrit 

4 107 70 20 7 9 
(25) ee Kn FO. 

y 27 9 3 4 

Si nous considérons le premier membre comme un polynome en #, te 
polynome admet une racine positive, et une seule, d’après le théorème 
de Descartes, dès que 7 est un entier au moins égal à quatre. Pour que 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Diicewsre 1915. 48 


378 : GEORGES GIRAUD. 


l'inégalité ait lieu pour ED n étant au moins égal à quatre, il est 


. Se 3224 sae , 
nécessaire et suffisant qu’elle ait lieu pour # = 7 © est-à-dire qu'on. 
ait = ude 
81n?—1425n + 256 > 0, 
ou bien 


1425 + /1947681 
n> Mabe vrolcts, 


ou bien, n devant être entier, 
nr do 


Par suite, il suffit d'écrire celles des inégalités (22) pour lesquelles 


ona 
(26) (a, — as)? + (g— a)? = a? + ai + 205 ai + a2S17. 


Toutes les autres inégalités (22) sont des conséquences des inégalités 


conservées et des inégalités (29): 
D'ailleurs, parmi les inégalités conservées, il y en a encore d’inu- 


tiles. Ainsi, par exemple, on peut supprimer encore toutes celles de 
ces Inégalités où «; = 0, à l'exception seulement de 


et de 
pitta) Gein 84 MIE (ey 2G, Pr ra} 
Cela résulte immédiatement des inégalités (23) et des inégalités 


g2¥B.0\ gai, 


que nous avons établies plus haut. Il n’est d’ailleurs pas certain qu'on 
ne puisse supprimer encore d’autres inégalités. 
En résumé, le polyedre fondamental est défini par les inégalités 


(22) | ce, —og+amh+ag + as(gg'— h?)|21, 


Li, Ur, Us, &,, %; étant des nombres entiers premiers entre eux et tels 
que | | 
(21) Ue (Oy gh yt, + a2 = 0, 
2 2 2 
(26) Of + ai + 202 + a? + aS, 


TRANSFORMATIONS: BIRATIONNELTES “Ne U859 


‘oïntes | aun tnégdlités MP GION 90 MMeloy teens 
I I | | 24 I 
SEA H_|< eu i Er = 
GB) IRIS IGISp (OISE osazesgsg’ 
Un certain nombre des inégalités (22) peuvent être supprimées. 


8. Quels sont les points de ce polyédre qui sont sur la surface 
GG’ — 3? — 02 Il n'y en a pas à distance finie, car il faudrait pour cela 
/que'G soit nul, puisque, dans les; domaines. (1), ae et \(IV),/on a 
pour les points du polyèdre I’ inégalité 0 P'OTITOTS 


Gigi e122 gg 0, 
SIPOTe 9d ih #1 15h taoutofrre 1p 


et que, d’autre na Gest supérieur ou égalaG; mais on sait que G est 


au moins égal à V2. IL faut done chercher ces points à l'infini; il est 


par, sce TE nécessaire de faire croître 4” indéfiniment. _Supposons 
4 d’ abord Ar 8: reste fini; ; alors h reste aussi fini; des que, fe est assez 


pur rs eSt aussi Voisin’ qui on veut ioe gi | pour que: CB: rapport 
ait une limite, il est nécéssaire ét suffisant que gen ‘ait utiles! ‘alors! ce 


rapport tend \ vers. ‘la ‘Timite dé Bo Le Aya fiaginhte 
puisque sage ids JU u944 LEE inp obey ir WA) NOW {315 


a 


ay ae ry sl ob. YT gd Hog ab: 4107 
Ainsi, nous trouvons certains points imaginaires de la variété 


1} 
£ i 


LL, = V3 — 0. nape Yagi (| 3] jy 


Si maintenant g et, par suite, G augmentent indéfiniment, nous pou- 


evonslécrire 291) noid Sines 2luiog 499 sup lous b j0o4 euelly 2507 
: G 2, 
x. Hiislueuie à ap El, tt [lotinoze 
‘coor CRT bs “ y À DS POS PS € | | 
PAT Gi assez grand, fie des fon Jaiog Duo) Inods' 4 
(10h) yh 'F Miseluh yt vu Hy) iow "TIC 4 il AUGHIOMOL 299 PUG 
¥ I 
a ; ‘ oa oe oy — Sa (edit | | 
ry Jufoy UD 110 7 Otro ang te ; you | { 
= : & ‘ rs 
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. + te rs + ,, . 
e étant un nombre aussi voisin de zéro qu’on veut; ceci s écrit 


encore : 

gg — he 

a 2790 + os 
5 


par suite, ce rapport augmente indéfiniment; on trouve le point réel 


=i Li 2, 0: LL => 


c’est le seul point réel du polyédre. 
On voit que les points du polyèdre qui sont sur la surface 
Gg’ — 2? = o appartiennent tous à la variété 


Ti—Li— L3=0, 


qui a seulement deux dimensions. 


III. — Fonctions invariantes. 


1. Nous savons former des fonctions invariantes par le groupe 
arithmétique, et se comportant comme des fonctions rationnelles dans 
le domaine (1). Ces fonctions n'auront pas de singularités essentielles 
à l’intérieur du polyèdre fondamental qu’on vient de trouver, qui est 
tout entier dans le domaine (1); mais elles peuvent en avoir aux points 
du contour du polyèdre qui appartiennent à la surface 


GG'— Ie? = o, 


savoir : des points imaginaires de la variété 


Ti lai 0, 
et le point réel 


Li L,— L3— L,—O, Ts — TI. 


Nous allons voir d'abord que ces points sont bien des singularités 
essentielles ; ensuite nous étudierons la nature de ces singularités. 


2. D'abord, tout point réel est une singularité essentielle pour 
toutes ces fonctions, sauf pour celles qui se réduisent à des con- 
stantes. Il nous suffit pour le prouver de faire voir qu’un point réel 
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quelconque peut être changé, par le groupe arithmétique, en un point 
aussi voisin qu'on veut de tout point réel donné à l’avance. 
Or, prenons par exemple l’origine des coordonnées 


LT, Vy, L3= Li, = L3= 03 


son transformé sera, en employant les notations du paragraphe I du 
présent Chapitre, le point 


Li — Li, Te = Bi, T3 — Vi, By Oy, Ts — Er; 

NN Fi x e 
Qi, B i. Yi» Qu €, étant des entiers quelconques premiers entre eux et 
satisfaisant à la relation 


OE, + Bi di + yi = 0; 
cela donne comme coordonnées non homogènes 


à 


Sr r= 1, Gl) as 


Oy Oy oars 
en supposant a, o. Or, soit m un entier donné; un point réel g, A, g’ 
# # L . . Ny 
quelconque étant donné, on peut choisir quatre entiers a, 8, y, 0 pre- 
miers entre eux et tels que 


I 
poe 
al na 
I 
h ale s—, 
alT na 
ee Epikals 
CAE ied 
o<acn? 


On approche ainsi de g,, g’ autant qu'on veut; comme valeur appro- 


: : . ) Bs 
chée de gg’ — h?, ona — ee On réduira la fraction Free à sa 


plus simple expression; soit alors À son dénominateur; on pourra 


prendre 

: ay Bi 21 pe d cé E es 

FA Hd Poy 
id a 


’ 


l'origine des coordonnées est ainsi transformée en un point aussi 
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Wisin qu’on veut du point & hy 8% “cela suppose que ce Re esta 
distance finié, mais le: résultat : s he immédiatement aux points” à 
l'infini. nn9b100: nitro Eolqiioxs 154 enous 19 
Done, si une fonction invariante par le groupe arithmétique et uni- 
forme dans le domaine (1) n’est pas une constante, tous les points 
“rééls’en sont des'singularites essentielles: 19 2132 tei) toe 
Les autres points réels ont aussi commé transformés! des points 
aussi voisins qu'on veut de n'importe quel point donné à l’avance. 


Pour le démontrer, nous pouvons ee me j. substitution 


| {yi} eon Ba 
1 FOROMO aonelor al useipletisa 
OPTION 
>» = + 100 +192 
GO oA I I 
-suscodu6d 02 edo haobiooy 410 ooh gles 


qui est la cinquiéme forme canonique du dixiéme type, est une sub- 
stitution du groupe arithmétique ; or, par les puissances de cette 
transformation, n'importe quel, point a; des éansformés qui tendent 
_yers le point. ee SAS Are eek No 
969 0800 4elods luou no »unel last suvouoslowy 
Ti TT, —X;—=0) | Lil; 7 es 
op 410) de LU oso 219 
or, ce point est un des transformés de l’origine des coordonnées; notre 
proposition en résulte immédiatement. 
: | ni 21 


3. Prenons maintenant un a point in imaginaire de la variété 


pre Je. ts = Lo. 
Supposons que ce ne soit pas une singularité pour une certaine fonc- 
“tion invariante par le groupe arithmétique: Les points voisins /né sont 
: donc pas ‘noni plus des; singularités: pour cette fonction. Je: remarque 
alors ae la su stitution 


PHoleesig co olaaise eulq 


oT biog 


du groupe atithmétique, répétée indéfiniment} fait tendre le point &, 
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h, g' vers le point 


XL, Le = XL3— 0, pi 


il résulte alors de l’hypothèse faite que, si g est dans uné certaine 
région du plan de la variable complexe, la fonction considérée ne 
dépend que de g; donc, quels que soient g, À, g’, cette fonction ne 
dépend que de g. Mais le groupe arithmétique contient aussi la substi- 
tution | 
Or "I 
: 


qui échange g et g’. Donc la fonction considérée ne dépend que de 9’. 
Donc c’est une constante. | x | 

Ainsi, pour toute fonction invariante par le groupe arithmétique et 
uniforme dans le domaine (I) qui n’est pas une constante, tous les 
points de la variété 


oO 


oO 


Oo. Oo NO 


I 


= 
(eh {o] 
Or OF © 


HO: 


DE Lys 0 
sont des points singuliers. 
4. On peut déduire de la que, pour les mêmes fonctions, tout point 


de la surface GG — x?—0o est une singularité essentielle. En effet, la 
substitution . | 


de fo) o 
b a (0) 
0 o pl 
O6 “Sate "d 


où a, b, c, d sont des entiers tels que ad — be =1, change le point 
Tia a 0) PEN nier: 

dans le point 

dE Ds — Es; 


1 ied bad Zz ees 
T1 — 0; Ta 6, ty —=— bdé,, “,=d 


en choisissant convenablement &, et £, et les entiers b et d, qui sont 
assujettis seulement à être premiers entre eux, on a ainsi un point 
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aussi voisin qu'on veut de n'importe quel point à l'infini du do- 
maine (III); donc, tous ces points à l'infini sont des singularités des 
fonctions considérées. 

Mais, par une transformation quelconque du groupe arithmétique, 
la variété à l'infini se change en la variété | 


Oy Li + Lo Lo + 243L3 + a, 2 As Lys — O, 


is Los À, &,, à, étant des entiers assujettis seulement à être premiers 
entre eux et à vérifier la relation 


Oy As + Moy, + Ai =O. 


Or, cette variété passe aussi près que l’on veut de n’importe quel point 
du domaine (III). Donc, pour toutes les fonctions considérées, les 
points du domaine (WI) sont des singularités, nécessairement essen- 
ivelles ; c’est ce que nous voulions démontrer. _ 

Ces fonctions sont donc toutes uniformes partout où elles existent. 


5. Étudions d’abord la nature de la singularité essentielle que pré- 
sente la fonction sur la partie imaginaire de la variété 7, =2,=2,=0. 
Ce que nous allons dire peut se présenter d’une façon plus générale : 
cela s'applique à toutes les fonctions invariantes par des groupes dis- 
continus comprenant une transformation du dixième type, deuxième 
forme. En transformant convenablement le groupe, et en prenant au 
besoin l'inverse de la transformation considérée, on peut admettre que 
cette transformation est de la forme canonique 


I; 050 


OL 010 


ÈS 


Oe oe) 
: 


I I 


() 
PO GS QUE 


Cette transformation S fait en particulier partie du groupe arithmé- 
tique. La transformation S ne change aucune des quantités e?™, 4, 9’. 
Nous pouvons’choisir dans le groupe une suite de substitutions 


G1, Go, Gg, waey On .., 


telle que toute substitution du groupe puisse être mise d’une façon et 
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d’une seule sous la forme S?c,, p étant un entier quelconque, positif, 
nul ou négatif. 


Considérons une série @ correspondant au groupe; nous pouvons la 
regarder comme une série double, le terme général dépendant des 
entiers 7 et p. 

Faisons d’abord varier p tout seul. Nous désignerons d’une façon 
générale par Rz ce que devient la fonction R sur les variables g, A, g” 
de laquelle on a effectué la substitution +. Si Æ est l’exposant du déter- 
minant fonctionnel qui figure dans le terme général de la série @, en 
faisant varier p seul on a manifestement une série de la forme 


Dis, Ag) 1% 
y sg § 
2,Rse| pere) : 


R étant une certaine fonction rationnelle. La somme de cette série est 
D(g, A, 8") 
DE, 2) 
e*"'8, dont les coefficients sont des fonctions de / et de g‘. Cette fonc- 
tion rationnelle tend vers zéro quand e?*# tend vers zéro ou vers 
l'infini. 


k 
donc égale a | | multiplié par une fonction rationnelle de 


r INK 
Faisons maintenant varier 7. En mettant pes | en facteur, 


les termes de la série sont des fonctions de e?™%, h, g’, nulles 
pour e***6 = o. Quels que soient / et g’, pourvu que §" soit positif, il 
existe un membre positif A tel que ces fonctions soient holomorphes 


en e?™8, À et g’ pour 
DEEE 


enfin, la série est convergente pour |e?*| = À. La convergence est 
même uniforme tant que g’ et A restent assez voisins d’un système 
quelconque de valeurs données et que |e*"*| reste égal à À; car on 
peut supposer, sans altérer la valeur du terme général, que 6, reste 


compris entre — = eti+ =; le point g, A, g’ est donc dans une région 


intérieure au domaine (I); donc la convergence est aussi uniforme 


pour | 
oS |.e%*!e| SA, 


Donc, la somme de la série est une fonction de e*#, de het de g’, 
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holomorphe pour ¢?*%—=o, A et g’ ayant des valeurs finies quel- 
conques; la fonction est, de plus, nulle pour e**#— o. Pour avoir la 
fonction @, il suffit de multiplier ce résultat par le facteur 
D(g, fh, g’)|* 

Eure 44 
Les fonctions invariantes par le groupe arithmétique qu’on obtient 
comme quotients de fonctions @ se comportent done comme des 
fonctions rationnelles de e?*8, À et g’, tant que k et g’ restent finis et 
qu’on est dans le domaine d’existence de ces fonctions. 

Appliquons ceci au groupe arithmétique : nous connaissons la 
nature de la singularité de la fonction aux points imaginaires de la 
variété x, = æ, = «,=0. En échangeant g et g’, comme c’est permis, 
on passe à la variété 2, = x, = x, = 0; les fonctions @ sont égales au 
produit de |] par une fonction de e?*8’, A et g, holomorphe 


D(a, y, 5) 
pour À et g finis et e?”’8’ assez petit, et nulle pour e?*$’ = o. 


6. Étudions maintenant la singularité qui se présente au point réel 


Li = Lo— L3—= Ly —=0O, Ts — I. 


D (g, L, g') 
. LD(z, y, 3) 
appellerons f(g, A, g’), est invariant par toutes les substitutions de la 
forme 


. . . k . 
En divisant la fonction © par | | » le quotient, que nous 


aCe no o NOM O RU 
ben da Cade brun 

(ad— be=1). 
© ou @ — b ho i D eo 4 
Los d y B o : 


Done f(g, 2, -g’) est une fonction uniforme de e?™, e?*8’, e?**. Cette 
fonction est d’ailleurs holomorphe dans le domaine (I), et nulle 
pour eS — o et pour e°*’s’ = o, Or, la condition GG — 3e2>0 peut 


s écrire 
| — VC < 3 < + GG 
eTrA JT pers] < er V6", 


ou 
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Donc, y et y’ étant deux nombres positifs quelconques, la fonction 
I (g, A, g’) est holomorphe en e?*’S, e?*8" et @27% pour. 

| e2tig | <i Em iny, 

| gare; | = eT2mY", 


em < J ermin| < e?TVYT.. 


Donc, on peut développer la fonction f(g, k, g’) en série de Laurent 
procédant suivant les puissances positives de e?T$ et de e?™s’, et sui- 
vant les puissances positives et négatives de e?™ : 


(27) SIS hj B= ZA gerer, 
Cette fonction est nulle pour e**#— o : donc, « n’est jamais nul; de 
même y n’est jamais nul. On a donc 
a>o, Ve We 
Or, f(g, k, g’) ne change pas par la transformation 


G =a’? g—2abh + b?g 
H = — acg + (ad + bc)a — bdg' 
G'= ¢ g—acdh + ds. 


Cette transformation échange donc entre eux les termes de 
la série (27). Or, cette transformation change. e?™'s+8+1's) en 
e?ra3+84+75) si l’on pose 

; œ'— aa —acB + c?y, 
B'—— 2aba+ (ad + bc)B — 2cdy, 
V'= ba — bdB + d’ >. 


Or, si 8? — 4ay est positif ou nul, on peut choisir les entiers a et c de 
maniére qu’on ait 


a’=0; 
donc, si 
B?— hay2o, 
ona 
Au,8,y = oO. 


- Pour tous les termes non nuls, on a donc 


pte hays (a+ y) 
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ou 
IBl<a+y. 


Or, le terme général de la série peut s’écrire 


amilaig—h)+(%+B+y)k+y(g'—h)1 


Au,8,ye 


Done f(g, h, g') est dans tout le polyéedre fondamental, limites com- 
prises, une fonction holomorphe de 


e2til(g- h) ; ernth e2Tt(g'--h) : 


La fonction invariante qu’on obtient comme quotient de deux fonc- 
tions @ se comporte, dans ce polyèdre, comme une fonction rationnelle 
des mêmes variables. | | 


7. Soient 
X=F, (8,4, 3"), 
Y = F.(g, h, Et) 
Z=F;(g,h, 8") 


trois de ces fonctions invariantes. Si l’on considére X, Y, Z comme 
donnés, ces trois équations n’ont qu’un nombre fini de solutions a 
l'intérieur du polyedre fondamental; ce nombre ne dépend d’ailleurs 
pas du système considéré de valeurs de X, Y, Z, car si, X, Y, Z variant, 
un point (g, A, g') sort du polyèdre fondamental, un autre y rentre 
par la face conjuguée. 
Considérons maintenant une quatrième fonction invariante 


T=kte #59; 


si l’on se donne les valeurs de X, Y, Z, on aura un nombre fini et fixe 
de valeurs de T correspondantes. Les fonctions symétriques de ces 
valeurs de T, exprimées au moyen de X, Y, Z, seront uniformes dans 
tout l’espace, et s’y comporteront comme des fonctions rationnelles: _ 
ce seront donc des fonctions rationnelles de X, Y, Z, comme cela 
résulte des travaux de M. Cousin. Donc les fonctions X, Y, Z, T sont 
liées par une relation algébrique. 

Par suite, toutes les fonctions invariantes par les transformations du 
groupe arithmétique et qui sont obtenues à l’aide des fonctions @ 
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peuvent s’exprimer rationnellement à l'aide de quatre d’entre elles. 
Peut-être ce nombre de quatre peut-il être réduit à trois; ce qui pré- 
cède n’indique rien à cet égard. 


8. Les quotients de deux fonctions des 6,,,,(x,y) que l’on 
rencontre dans la théorie des fonctions abéliennes fournissent un 
exemple de fonctions invariantes pour le groupe arithmétique. En effet 
ces quotients, quand on y fait x = y —o, ne prennent qu’un nombre 
fini de valeurs quand on effectue sur g, k, 9’ les substitutions du 
groupe arithmétique; les fonctions symétriques de ces valeurs sont 
donc invariantes par les substitutions du groupe arithmétique. 

D'autre part, en désignant par o(x, y) la fonction 

px, y)= suis ahay + g'y’, 
ona 


in| (2m+pa+(entviy-+79(2m-+p,2n+y)| 
€ ; 


Ouy,p,q(2: sey eae Ve ee EEE R Le Qi à 


on peut donc écrire aussi 


Ou,v,p,g (0 03 gy h, 2") : 
te 3. oe metre [2m + .)2(g—h) +(2m+2n+U4+V)2h+(2n+V)2(g—A)] 
On voit donc que les quotients de deux de ces fonctions, supposées 
non identiquement nulles, sont aussi, dans le polyédre fondamental, 
it 


des fonctions sans singularités essentielles de e‘ 


Lay) 
4 


de e et 


(g—h) 
FE ely eee . ae 

de e* ; on constate aussi qu'il en est de même pour les différentes 
valeurs que prennent ces quotients par les diverses substitutions du 
groupe arithmétique et par suite de leurs fonctions symétriques; ces 
fonctions symétriques seront alors, nécessairement, dans le méme 
polyèdre, des fonctions sans singularités essentielles de e?#? 
de e?™ et de e?'™s'—, Donc, une quelconque de ces fonctions symé- 
triques est une fonction algébrique de trois de nos fonctions inva- 


riantes. 
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CHAPITRE VII. 


GROUPES ANALOGUES AU GROUPE ARITHMÉTIQUE. 


1. Considérons une forme quadratique à cinq variables, du type 
(1) S( &4, By, Ly, Ly, Zp) = UE + a} ui ui az, 


U,, Uy, Uy, U,, U; étant cing formes linéaires indépendantes à coeffi- 
cients réels en 2,, æ,, 3, æ,, x;. Nous supposerons que la forme f 
soit à coefficients entiers : il existe alors des substitutions à coeffi- 
cients entiers, de déterminant ur, qui changent cette forme en elle- 
méme. 
= Par une certaine substitution réelle, changeant 2,, 2, æ,,æ,, ©; en 
31, 325 335 34 35, ON peut mettre f sous la forme 5,5,+ 3,3,-+ 23. 
A toute transformation en elle-même à coefficients entiers de la 
forme f, ayant comme déterminant un, correspond une transformation 
en elle-même, de déterminant un, la forme 2,2,+ 5,5,+ 333 si, 
parmi ces transformations, nous ne retenons que les transforma- 
tions (T), il est évident que nous obtenons un groupe de transfor- 
mations (T). Nous allons voir que ce groupe est discontinu dans les 
domaines (I) et (1°). 
2. Soient X,, X,, X,, X,, X, ce que deviennent æ,, 2, X,, 7, 2; 
par une substitution de déterminant un changeant la forme f en elle- 
même; soient U,, U,,U;, U,, U, ce que deviennent w,, u,, us, u,, Us 
quand on y remplace Cases es Mik Palas Jared DAS 
avons alors ; 


(2) U,;= L;u, + M;u,+ Nu, + P;u, + Qu, tis 3,2, SSP 


L;, M;, N;, P;, Q; sont des coefficients qui satisfont à certaines relations, 
parmi lesquelles celles-ci : 


Li + Mj+ Ni— P?—Q?=—1, 
(3) L5 + Mj+Nj;—P};—Qi=—1, 
L,L; + M,M;+ N,N,— P,P,— Q,Q;= 0. 
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En même temps que /, je considère la forme définie 
(4) peu a, @5, @y, 2s) = UZ + UZ + US + Ul+ Ut f + 2(U?+ UB), 


qui dépend des dix paramètres L,, M,, N,, P,, Q,, Ls, Ms, Newnes Oe. 
liés par les trois relations (3). 
Nous dirons que la forme 9 est réduite si elle est de la forme 


(5) Poi (Li + Epa Lab Era Da + En Te + E1s Lg)? + py (To + Eos La + Eng Li + Es Ts)? 
+ Ua (ds + Es Ti + E3525)? + py (Ti + Eds)? + Ltée. 


les coefficients satisfaisant aux inégalités 


25 3 de I I 
(6) pez Ae a2 7 Us Pes 7 Bs 7 Mas Da 
(quels que soient z et 7) ('). 
Nous supposerons de plus que / est à coefficients entiers, ainsi que 
la forme 


(7) u?+ui+ui+ui+ ui, 


et que cette dernière est réduite. Si d’ailleurs la forme (7) n’avait pas 
ses coefficients entiers, on pourrait en tout cas s'arranger pour qu'ils 
soient rationnels : en multipliant la forme f par un entier, on peut 
donc les rendre entiers. Si maintenant la forme (7) n’est pas réduite, 
on peut la réduire arithmétiquement : la substitution de réduction 
changera f en une autre forme par laquelle nous remplacerons la 
forme jf; cela ne change pas le groupe de transformations (T) que 
nous considérerons. 

Si L,, M,, N,, P,, Q,, L;, M;, N;, Ps, Q; correspondent à une trans- 
formation à coefficients entiers de la forme fen elle-même, la forme 9 
correspondante sera a coefficients entiers. 


Posons | 
Ibe ew, =}, P,+7P;=— 7-1, 


M,+ (Ms—p, Q,+1Q;=— x; 
N,+iN; =, 
ee i a — 


(1) Définition due à MM. KonkiNE et ZOLOTAREFF, Sur les formes quadratiques (Mathe- 
matische Annalen, t. VI, 1873, p. 366). 
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les paramètres A, u., v, 7, x sont assujettis aux conditions 


+u+v—T— x = 0, 


8 
(8) Mo + Lo + Vo — To — XX = — 2; 

en désignant par À,, Uo, Vos Tor % les a de A, u, v, 7, x. La 
forme 9 peut maintenant s "écrire 


o—— ONE Lo + Vo — To — xX) f + 2 norme (À ui pUg+ 9 Us—TU, —*Us). 
; 2 


Si la forme f éprouve une transformation en elle-même, on constate 
que les nombres complexes À, u, v, =, x éprouvent la transformation 
inverse de celle que subissent u,, u,, u,, Uy, Us; cette transformation 


conserve la forme 
MH pt vt — a? 2, 


La forme © est réduite pour 


Vaz eae vO, r——t1, x —— 1. 


Or le nombre des formes 9 réduites à coefficients entiers est fini, 
puisque ces formes ont toutes le mème discriminant; on peut même 
en dire autant des formes 9 qui peuvent se mettre sous la forme (5) où 
les coefficients satisfont aux conditions 


T I 
(9) Pa > En ps3 > 3 Us Be > = pas Bs > = Ba — 1 Ej,] <1, 


qui ne renferment plus de signes d'égalité. 
Done, il n’y a qu’un nombre fini de transformations en elle-même de 
la forme f qui changent 9 en une forme satisfaisant aux conditions (9); 
le nombre des transformations en elle-même de la forme /, pour 
lesquelles la forme + qui correspond à A=>u=v=o, r=—1, 
x = — vest aussi changée en elle-même, est en effet fini. 
Mais les conditions (9), étant remplies pour A = u.=v=0,7=—1, | 
% = — 1, le sont encore pour tous les systèmes suffisamment voisins de 
valeurs de ces paramètres. Donc, les systèmes de valeurs qu’on déduit 
de Â=u=yY=0,r—=—1,x=—— 5% par une transformation en elle- 
même de la forme f ne sont pas aussi voisins qu'on veut de ce système 
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initial de valeurs, à moins d’être confondus avec lui, ce qui ne peut se 
produire qn’un nombre fini de fois. . 
Or, si nous posons 


À —T—2:, p+ x= 2%, VB 


ÀA+T—= 3, UNE 23, 
ona 


de sorte que le groupe des transformations subies DATE ee is rnei: 6 


est précisément celui que nous avions en vue. D’autre part, pour 
NUE 0, Te — sl, = 1. ona 


Beat, Ba —— 


—i, 23 0, = 


c’est-à-dire qu’on est au point g =g'=1, h—o. 
Donc, d’après ce qui précède, et d’après ce que nous avions déjà vu 
(Chap. III, § III), le groupe considéré de transformations (T) est discon- 


tinu dans les domaines (I) et (I’), comme nous voulions le dé- 
montrer. 


3. Pour toute transformation d’un de ces groupes, l’équation (2) 
en s (Chap. II) est à coefficients entiers; il en est par suite de même du 
quotient de son premier membre par s — 1. Ilen résulte que les racines 
de cette équation ne sont pas quelconques. 

Cherchons quelles peuvent être ces racines pour les transforma- 
tions (T) de ces groupes qui ont un point double au moins dans le 
domaine (I). Nous savons déjà que la substitution (S) correspondante 
peut se transformer algébriquement en la substitution 


cosp o —sing 0) 
o cosy ce) — sind 
(10) ; 
sing 0 COS p 0 
o sind co) cosw 


les angles 9 et }) étant quelconques. Les racines de |’équation en s 
considérée sont alors 


(11) etter, etl(9-¥), 
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Or cette équation est de la forme 
(12) st + as? + bs'+ as+1—0, 


a et b étant des entiers. Pour que ces racines soient de la forme (11), 
il est nécessaire et suffisant que l’on ait 


— has, 
a? + 8 

+ 
On trouve ainsi un nombre limité de systèmes de valeurs pour les 
entiers a et b. En remplaçant au besoin la substitution correspondante 
par son inverse, et en observant qu’on peut échanger les angles 9 et Ÿ, 
on trouve ainsi les systèmes suivants de valeurs de 9 et de ors 


2la|—2£b£ 


1° a—=— 4, b= 6300; 05 

ae a ——3, bi P= D mr 

3° . a=—3, b=—3 1p= D he: 

ho La 3,04; = 7 V=+r 

ae a—=—1, 68 te 24, poets; 

6° Rea PA G4 = pss; 

ae. a—=—1, b='o P= 3 pats 

8° 40, b=a p= =» v=o; 
9° G0; ba p= pats 

10° a=o, b=0 p= a vats ‘ 
119 a=0, b=—1 g= pats 
12° 420, b=—a:9=5, pats; 

13° AT, = =, b=+ 4, 


_ 
w 

= 

D 
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14° Gas b— 1 o= =, ee 
15° GT, b=0 P= = + 
16° A3, G3 = TETE 
17° imo bis = Y=; 
18° a=3, b=h o= 25, Yas; 
es Cia à DR LOT, Me: 


Le même calcul s "applique aussi aux transformations de ces groupes 
qui seraient du sixième type, troisième forme, ou du huitième type, 
deuxième forme. On trouve ainsi que l’argument des racines imagi- 
naires de ee en s (1) (Chap. Il) sera, Le les premières, au 


T 


=F = ou Fz: 


6 


T 
signe près, =, 3? 7 ou =; et pour les deuxièmes —- 5 


4. Nous allons montrer maintenant que les transformés par un de 
ces groupes d’un point du domaine réel peuvent étre aussi voisins 
qu’on veut d’un point réel quelconque. | 

Soient £,, &, &, E,, 6; des nombres réels tels que 


(13) SF (Ess Eas &s, Es Es) = 0. 


Il nous suffit évidemment de prouver que, par une transformation en 
elle-même de la forme f, ayant le déterminant un, et correspondant à 
une transformation (T), les transformés d’un système quelconque de 
nombres réels x,, æ,, æ,, æ,, v; tels que 


+ 


(14) SI (41, Xo) U3, L,, Ls) =O 


ont des rapports mutuels aussi voisins qu’on veut de ceux des meric 
49 SBe i 
Nous parlerons encore de points ayant pour coordonnées x,, 2, Xs, 
“,, æ,, en entendant par là un système de cing nombres satisfaisant à 
l’équation (14). 
- Il existe des points dont les coordonnées font partie d’un même 
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corps quadratique et qui sont aussi voisins que l’on veut de 


(1 Es, Es be Es). 


Il suffit pour le voir de remarquer que l’on peut trouver quatre entiers 
naturels æ,, æ,, æ,, æ, dont les rapports mutuels soient aussi voisins 
que l’on veut de ceux de &,, &, &,, 6, ; alors l'équation en x, 


SI (41) Lo, Lx, Lys Ls) =o 


aura deux racines réelles : l’une d’elles complétera avec 2, æ;, æ,, æ; 
un système de cinq nombres, faisant partie d’un même corps quadra- 
tique, et dont les rapports mutuels sont aussi voisins qu’on veut de 
ÉOUX AE PEN ET de 

Nous pouvons donc nous borner à démontrer la proposition dans le 
cas où &,, &., 6, &, et Ë, font partie d’un même corps quadratique. 

Nous désignerons par E, £, ©, §,, €, les conjugués de &,, &, 6,,6,,ë, 
dans ce corps quadratique. On aura aussi 


i ee os ee) == Os 


Nous pouvons trouver quinze entiers naturels a;, b;,c;(i—1,2,3,4,5), 


tels que 
5 


dati ed bt=> et; 0, 


11 te A | 
et tels que les dix déterminants : 


dj dj ay 
bi by by (RE 179; Spl) 
Cr Cyr ey 


soient premiers entre eux. 
. On peut alors trouver dix autres entiers d;, e; tels que le déter- 


minant 
ay as as a, as 


by Oy. Dy by bij 
Cy Cy Cy Cy Cx 
dj d, d,; d, d, 


er C2 es Er. € 
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soit égal à un. Posons alors 


Za;:x;— Ny 


21001 H4, 
XC; Li V3; 
Z;d;x;= yy. 
Lie Xi= 53 


on aura 
S (a, Lay Las Ly, Ls) SNC Va, Yar Vas Vu Vs) 


F étant comme f une forme quadratique à coefficients entiers. La 
forme F(0, 0, 0, y,,y;) est d’ailleurs nulle pour 
Yi=Zdiés, Ys= Leki, 


ainsi que pour 
Ji Zdié, y: Leki; 


c'est donc une différence de deux carrés. 
Nous voyons par 1a qu’il suffit de se borner au cas où 


Éd os 0, 


les nombres £, et 5, faisant partie d’un même corps quadratique, et la 
forme quadratique f(0,0,0,æx,,æ,) étant une différence de deux 
carrés. 

Or, dans ce cas, la forme admet une infinité de transformations 
propres en elle-même, qui sont toutes des puissances de l’une d’entre 


elles. Soit 
X,=ax,+ Bx, 


X;=yxr,+ 025 bre 0 


cette transformation : par les puissances positives de cette transfor- 


mation, le rapport transformé de = tendra par exemple vers = par les 
oak) 5 


puissances négatives, il tendra vers a 
: : 5 
Or, nous pouvons écrire 
(15) Ars Las Lys La, Ls) = 9(L15 Lo, Ls) +A (x + ma + NX3+ pL,+ 9%)? 
—B(l'a,+ m'a,+ n' 23+ p'a,+ q'25)*; 


nous désignons ici par ?(æ,,æ,, #,) une forme quadratique à coefficients 
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rationnels, par A et B deux nombres rationnels positifs, par /, m, 7, p, 
g, U, m’, n’, p’, 7’ des nombres entiers quelconques. 
Il existe des nombres rationnels «’, 8’, y’, o tels que 


pX,+q X;=2'(pa,t+q2s) + P'(p'a,+g'æs), 
P'X+ gi y (prt Gry) + ‘3 (p'æ;, + g'æs); 


mais, pg'— p'q n’étant pas nul, il existe des nombres rationnels a, b, 
e, a’, b', c’, tels que, si l’on pose 


Xi=az,+ ba, +cr,;+42,+ 625, 
Xj=a@'a,4 'a.+-ca,+72%,4+ 92;, 


on ait les identités 


la, + ma, +nzs +pX, +qX, = @ (la, + mx, + nx; +pa, + 925) 
+ B'(l'ay+ m'a,+ n'x,+ p'2,+ q'&s), 
la,+m'a2,+n'a,+pX,+q7X;= y' (la, + max, +nx; + pa + 2s) - 
+ 0'(la,+ m'a,+ n'a3+ p'x,+9q' 2s). 
Si l’on pose encore ; 


bane Fy, X,=2,, X,= 2s, 
on aura donc | 


LR May Ki, My XG) =S (wa aay a, Das Ds). 


Si, en particulier, x, et x, sont nuls, ilen est de même de X, et X\, et 


l’on aura 
FA 4 070s X,, X5) = f(Figy Oy Oy. BY, 2), 


’ . ! : , ; . 
en admettant qu'on ait, dans X’, et X!, remplacé x, et x, par zéro. Mais 
Hermite a démontré (') qu’une certaine puissance de cette transfor- 
mation, qui porte sur æ,, %,, 2s, est à coefficients entiers. De même, 
en annulant +, et 2, ou a, et æ,, on obtient des transformations por- 
tant sur æ,,æ,, æ, Où sur æ,, æ,, x;, dont certaines puissances sont à 
coefficients entiers. De là, il résulte qu’une certaine puissance de la 
transformation qui change æ,, æ,,x,,æ,, x, en X,, X,, X,, X,, X! est 
à coefficients entiers. Peut-être que cette transformation de f en elle- 


ee ee 
(1) Hermite, Œuvres, t. I, p. 193 et suiv. 
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même, quia pour déterminant un, ne correspond pas à une transfor- 
mation (T), mais alors son carré y correspond quand même. 
Nous avons donc une transformation à coefficients entiers de la 


forme en elle-même, qui correspond à une transformation Qi), etqui 
est de la forme 


LE 
X,= 2, 
(16) X3= 2s, 


X,= ax, + ba, +cx, + ax, + 825, 
X;=a@'a,+ b'x,+ c'x2,+ o'%,+ B'xs; 


par les puissances positives de cette transformation, les transformés 


Bee a + tendent respectivement vers 0, 0, SEs Hol : 
Ly Ly Ts x Pp NA O26 On 7e proposE 


lion est donc tree | 
A la vérité, la démonstration n’est pas bonne pour les points de la 
variété 


af JAC TE Lo, Lz, Ly, Lg) + Be Te ter Las Ly, Dis Ts) — 0; 


ou, en revenant au cas général où £,, &., £, ne sont pas forcément nuls, 
pour les points de la variété 


En frs + En fes + Es frs + bi Jai + Er = 05 


mais il est évidemment très facile de trouver dans le groupe une trans- 
formation qui amène le point initial en dehors de cette variété; il ne 
reste plus alors qu’à lui. appliquer les puissances de la transfor- 
mation (16), comme nous l’avons vu. 


5. Nous voudrions maintenant montrer qu'il existe dans le groupe 
une transformation correspondant à une transformation (T) du pre- 
mier type, ayant comme points doubles : 


re Un point réel quelconque, dont les coordonnées &,, &, &,, 6, §s 
font partie d’un même corps quadratique ; 

2° Le point(é,, ©, &,,,,&, ) dont les coordonnées sont les pega ae uae 
de celles du premier point; 

3° Un autre point réel quelconque (4, Ha» fs; 1s. Ns), dont les coor- 
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PUA na sy ee ie et : 
données sont seulement assujetties à faire partie d’un même corps 
quadratique (non nécessairement le méme que le précédent), et a 
vérifier les deux conditions 


Es fai + bs Sta + Es Sag + & Sn + Es Sng = % 


I l J 1 ! t ! {4 = a 
(17) Eft EL PEE Sh bE Sh + Ee fh, =0 3 


4° Le point (n!,n,,n,,n,,n,), dont les coordonnées sont les con- 
juguées de celles du précédent. 

Nous pouvons, comme précédemment, supposer que &,, & et & 
sont nuls. La transformation (16) a alors les points doubles indiqués, 
mais elle est du cinquième type, première forme. 

Les deux conditions (17) deviennent ici, en reprenant la notation 
de la relation (15), 


ln, + mn, + Ans + pn, + qns —0, 


(18) li ! ‘. ! f = . 
nyt m' nyt n'ns+ pi + g'ns= 0; 


comme, de plus, on doit avoir 


F(m, Ne, Ns, y Ns) == 0, 
on aura ; 


(19) O(N, Na, 3) = 0. 


Il nous suffira donc de prendre pour n,, 42, 1, des nombres faisant 
partie d’un même corps quadratique et satisfaisant à la relation (19)5 
les relations (18) serviront alors à calculer n, et ns. 

D'une façon de procéder analogue à celle qui nous a servi 
pour (6,6, 63,61, 65), on déduit qu'on peut, sans nuire à la géné- 
ralité, se borner au cas où 


n= 0. 


Il existe alors une transformation à coefficients entiers et de déter- 
minant un de la forme 


| Mey aay, 


X,= 42,+ 62, + yas, 


(20) 
| X3= ati + a+ y's, 
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et qui change les nombres 


v= 0, La — Ng L3—= Nz 
en 
X,=0, X= ne, X;= 73, 


4 un facteur prés. Posons alors 


(21) 


», — a" a, + Bay + yy" xs + x, 
X= ax, + BY a+ ya, + ay, 


a”, 2’, y’, «”, B”, y” étant des nombres que nous déterminons par les 
relations 


IX, + mX, +nX; +pX,+ 9X; =lxe, + ma.+nx,+px+ qu, 
UX, + m'X, + n'Xy+ p'X,+ 9 Xs=U'a,4 m' ay + n' 2+ p! ay+q' as. 


co) | 


Les formules (20) et (21) définissent une transformation de la forme f 
en elle-même. Les coefficients «’, 8’, y”, «”, 8”, y” sont rationnels, 
mais pas forcément entiers; mais la considération de la forme adjointe 
de f (0, &,, ©, £,, æ,) prouve que, pour une certaine puissance de la 
transformation, 6’, y”, 8” et y” sont remplacés par des entiers; si 
alors «” et x” sont des fractions dont le plus petit commun multiple 
des dénominateurs est vu, la puissance p de cette nouvelle transfor- 
mation sera à coefficients entiers. 
Nous avons ainsi une transformation à coefficients entiers 


X77. 
X,=aa, +Ba, +y2s, 
(23) X,= aa, + B' a, + y' £3, 


X,= a" a, + Ba, + y'a: +a, 
Xs= a" x, + Bar + y"L3+ Bs, 


quiacomme points doubles (0, 0,0,6,,55),(0, 0,056,554)» (Os Mas Nas Nay Ns) 
et (0, n,; Ng» Ny» Ns)» et qui donne lieu aux identités 


E, fx + Es fx, = Es fr, + TE 
Nb brie = fe + Es fes 
Ne fx, + 8 fx, + fe, + 05 JR = Te fes + 08 fes + 4 frs + is frs), 
nh, Fast ns + + nf = (Ng es +s frs + 4, fre + 15 Sze) 5 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Décembre 1915. 51 


(24) 
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r’ est l'inverse de r; ces deux nombres font partie du même corps 
quadratique que M2, Ms» is Ns; en remplaçant au besoin la substi- 
tution (23) par son carré, on peut supposer qu'ils sont positifs. De 
même, on peut supposer que la transformation (23) correspond à une 


transformation (T). ; a 
La transformation (16), de son côté, donne lieu aux identités 


E fx, + Cs fs, iN (, Jai + Es fx.) 
| E fx, Es fx, = RB’ (Es Se. + Es fai) 
Ne Sk +s Ja JR Ns Sk, = Na fes + Na Les + 1s fs + Ns frs 
ty Sk, Ns S kA, SKA Ms Seg 5 Sry + 5 Ses +, fs 


(25) 


R et R’ sont deux nombres, qu’on peut supposer positifs, et qui appar- 
tiennent au même corps quadratique que &, et §,; ils sont inverses l’un 
de l’autre. 

On peut toujours trouver deux nombres entiers « et 8 tels que les 


nombres 
Re, R, rê, r'8 


soient tous différents. Alors /e produit de la puissance « de la transfor- 
mation (16) par la puissance 8 de la transformation (23) correspond 
a une transformation (T) du premier type satisfaisant aux conditions 
imposées. Les nombres r,, 72, 73, 7,, dans cette transformation, seront 
égaux respectivement à R*, 7°, R°, r'®. 


6. Notre groupe de transformations (T) étant discontinu, il existe 
des fonctions invariantes par les transformations du groupe, et se 
comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (1). 

Or, d’après ce que nous venons de voir, les variétés qui correspondent 
pour ce groupe a celles que nous avons considérées (Chap. V, 15) 
passent aussi prés qu’on veut de n’importe quel point du domaine (III); 
il en est ainsi d’ailleurs, même si l’on se borne aux transformées d’une 
des substitutions du premier type que nous venons de déterminer par 
les autres substitutions du groupe. Il en résulte qu’en tout point du 
domaine (III), qui ne serait pas un point singulier, une de nos fonc- 
tions invariantes devrait prendre la même valeur, ce qui est absurde. 

Done, pour les fonctions invariantes par ce groupe, non constantes, 
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et se comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (I), 
les points du domaine (III) sont des singularités essentielles. 

Ces fonctions ne peuvent donc pas se prolonger hors du domaine (1). 
Elles sont donc uniformes partout où elles existent. 


7. Si nous formons le polyèdre fondamental d’après la méthode 
générale que nous avons étudiée (Chap. III), il résulte de ce que nous 
avons établi (Chap. IV) sur les transformations du premier type que 
ce polyedre n’aura pas dans le domaine (II1) de variétés à plus de 
quatre dimensions; dans le domaine réel, à cause des substitutions 
du cinquième type que nous avons rencontrées, il ne pourra avoir 
que des points isolés, c’est-à-dire des sommets. 
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